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Collineare Grundgebilde und ihre Erzeugnisse. 
(Von Herrn Th. Reye in Aachen.) 


Noch vor dem Erscheinen von Plückers „Neue Geometrie des Raumes, 
gegründet auf die Betrachtung der geraden Linie als Raumelement‘“ habe ich 
in der zweiten Abtheilung meiner „Geometrie der Lage“ einen Strahleneom- 
plex zweiten Grades untersucht, welcher von collinearen Räumen erzeug!l 
wird. Mit Hülfe desselben gelang es mir. einen synthetischen Beweis der 
fundamentalen Sätze über den Flächenbüschel zweiter Ordnung und seine 
Knotenlinie, die Raumcurve vierter Ordnung erster Species, aufzustellen. Neuer- 
dings habe ich mich überzeugt. dass ein analoger Beweis auch für Flächen- 
büschel dritter und höherer Ordnung geführt werden kann, wenn an die Stelle 
des Strahleneomplexes ein Complex von Raumeurven vierter und höherer 
Ordnung gesetzt wird. Diese weitere Ausbildung meiner Beweismethode lässt 
indessen eine Vereinfachung derselben als wünschenswerth erscheinen: zu- 
gleich macht sie eine Berücksichligung der speciellen Fälle, welche ich a.a. 0. 
ausgeschlossen habe, erforderlich. Es sei mir deshalb geslallet, zunächst eine 
kürzere und einfachere Begründung der in Betracht kommenden Eigenschaften 
der von collinearen Grundgebilden erzeugten Strahlensysteme und -Complexe 
vorzulegen. Namentlich auch muss ich bei diesem Anlasse auf einige der 
Lehrsätze über das Strahlensystem ersier Ordnung und erster Glasse zurück- 
kommen, welche ich früher im Zusammenhange, jedoch ohne Beweis, veröffent- 
licht habe *). 


$.1. Collineare Strahlenbündel. 


1. Wir betrachten zunächst zwei nicht concentrische. collineare Strahlen- 
bündel S, und S,. Dieselben erzeugen ein Strahlensystem, zu welchem wir 
die sämmtlichen Schnittlinien von je zwei homologen Ebenen der Bündel 
rechnen. Wir wollen sogleich den ganz speciellen Fall erledigen. in wel- 


chem alle diese Schnittlinien in einer Ebene /T enthalten sind. also die Bündel 


*) Dieses Journal Bd. 69. 
Journal für Mathematik Bd. LXXIV, Heft 1. l 
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zu einander und zu /J perspectivisch liegen. Projieiren wir die Ebene // 
aus einem beliebigen Punkte S, der Geraden S,S,, so erhalten wir einen 
dritten Strahlenbündel; derselbe ist durch // collinear so auf die Bündel S, 
und S, bezogen, dass jede Ebene «, oder /, von S, alle Punkte enthält, 
welche die homologen Ebenen «, und «, resp. 9, und 5, von S, und $, mit 


einander gemein haben. Durchläuft S, die Gerade S,S,. so beschreiben je 
zwei Ebenen «, und /, dieses Bündels um die Schnittlinien «,«@, und 79,9; 


der homologen Ebenenpaare zwei perspectlivische Ebenenbüschel. 

2. Wenn die collinearen Bündel S,. 8, weder concentrisch noch per- 
spectivisch liegen, so erzeugen sie ein Strahlensystem erster Ordnung, von wel- 
chem nämlich durch einen beliebigen Punkt A des Raumes im Allgemeinen 
ein einziger Strahl geht. Denn der Ebenenbüschel S,A von S, erzeugl mil 
dem entsprechenden Büschel von S, im Allgemeinen eine zum Strahlensystem 
gehörige Regelschaar, von welcher nur ein Strahl durch A geht. Mehr als 
ein Strahl, nämlich unendlich viele Strahlen des Systemes gehen nur dann 
durch A, wenn die Axen jener beiden Ebenenbüschel sich in A begegnen, 
wenn also A ein Schnittpunkt von zwei homologen Strahlen der Bündel ist; 
und zwar bilden alle jene Strahlen einen gewöhnlichen Strahlenbüschel oder 
eine Kegellläche zweiter Ordnung, jenachdem die projeclivischen Ebenen- 
büschel S, A und 8,A, durch welche sie erzeugt werden, eine oder keine 
Ebene entsprechend gemein haben. Jede Regelschaar oder Kegelfläche zweiter 
Ordnung, welche durch zwei homologe Ebenenbüschel von S, und $, erzeugt 
wird, geht durch die sämmtlichen Schnitipunkte homologer Strahlen von S$, 
und S;; denn ein beliebiger dieser Schnittpunkte liegt allemal auf zwei ein- 
ander entsprechenden Ebenen jener Büschel. 


‘ 


3. Zwei collineare, weder concentrisch noch perspectivisch liegende 
Strahlenbündel S,,. S; haben entweder gar kein Element entsprechend gemein, 
oder eine Ebene und keinen Strahl, oder endlich den Strahl S,S, und zwei 
reelle oder imaginäre Ebenen, die auch zusammenfallen können. Wir werden 
linden, dass das von ihnen erzeugte Strahlensystem erster Ordnung im ersten 
Falle von der dritten Classe ist, nämlich das Secantensystem einer Raumcurve 
dritter Ordnung, im zweiten Falle ist es von der zweiten, im dritten Falle 
von der ersten Classe; d. h. eine beliebige Ebene enthält im Allgemeinen 
höchstens drei Strahlen, zwei Strahlen, resp. einen einzigen Strahl des Systemes. 
Wir wollen der Reihe nach diese Strahlensysteme untersuchen. 
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$2. Die Raumcurve dritter Ordnung und ihr Secantensvstem. 


A. Wenn die collinearen Bündel S, und 8, kein Elemen! entsprechend 
gemein haben, so erzeugen je zwei homologe Ebenenbüschel derselben eine 
eeradlinige Fläche zweiter Ordnung, nämlich eine dem Strahlensystem an- 
sehörige Kegelfläche zweiter Ordnung oder Regelschaar, jenachdem die Axen 
der Büschel sich schneiden oder nicht. Je zwei dieser Flächen haben den- 
jenigen Strahl des Systems mit einander gemein, welcher die vier Axen der 
sie erzeugenden Ebenenbüschel schneidet: sie begegnen sich folglich ausser- 
dem in einer Raumcurve dritter Ordnung, in deren Punkten je zwei homologe 
Strahlen der Bündel S, und 8, sich schneiden (2.). Jede Gerade. welche 
zwei Punkte dieser Raumeurve verbindet. ist ein Strahl des Strahlensystems; 
denn die beiden Punkte werden aus S, und 8, durch zwei Paar homologe 
Strahlen. also ihre Verbindungslinie durch zwei homologe Ebenen der Bündel 
projieirt. Ueberhaupt können wir jeden Strahl des Systemes als Secanle der 
Raumeurve auflassen, und zwar als eigentliche oder uneigentliche Secante 
oder als Tangente, jenachdem sie zwei reelle oder imaginäre oder zwei sich 
vereinigende Punkte mit der Curve gemein hat. 

5. Zwei beliebige Secanten «a, 5b können mit der Raumeurve durch 
eine geradlinige Fläche zweiter Ordnung verbunden werden. welche eine 
Schaar von Secanten enthält: denn die Ebenenpaare. durch welche sie aus 
S, und S, projicirt werden. schneiden sich in den Axen von zwei homologen 
Ebenenbüscheln der collinearen Bündel. und diese Büschel erzeugen mil ein- 
ander jene Fläche (4.). Da dieselbe Fläche auch von einer Geraden be- 
schrieben wird, welche an der Raumecurve hingleitet und dabei beständig die 
Secanten a und 5b schneidet. so ergiebt sich der Satz: Die Raumecurre dritter 
Ordnung wird aus je zwei ihrer Secanten durch zwei projectieische Ehenen- 
büschel projieirt; denn die Ebenen. welche a und 5 mit jener beweelichen 
Geraden und folglich mit einem beweglichen Punkte der Raumeurve verbinden. 
beschreiben um a und 5b zwei projectivische Ebenenbüschel. Schneiden sich 
a und 5 in einem beliebigen Curvenpunkt. so ergiebt sich: Die Raumeurre 
dritter Ordnung wird aus jedem ihrer Punkte durch eine Kegelfläche zweiter 
Ordnung projieirt; je zwei dieser Kegelflächen sind durch die Raumcurve 
projectivisch auf einander bezogen, weil sie zu dem Ebenenbüschel. dessen 
Axe ihre Mittelpunkte mit einander verbindet. perspectivisch liegen. Weil 


keine dieser Kegelflächen in zwei Strahlenbüschel zerfällt ‘2.). so kann auch 
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die Raumeurve nicht in eine Gerade und einen Kegelschnitt zerfallen. Die 
Curve geht auch durch die Punkte S, und S,, denn diese sind auf allen den 
vorhin erwähnten geradlinigen Flächen zweiter Ordnung enthalten. 

6. Projiciren wir aus einem beliebigen Punkte S, der Raumeurve dritter 
Ordnung deren Secantensystem, so ist je zwei homologen Ebenen «, und eo, 
der Bündel $, und S, eine durch ihre Schnittlinie ac, gehende Ebene «, von 
S, zugewiesen. Und da alle diejenigen Secanten, welche zwei homologe 
Ebenenbüschel von S, und $S, mit einander erzeugen, auf einer durch 8, 
gehenden Kegelfläche zweiter Ordnung oder Regelschaar liegen, so werden 
sie aus S, durch einen dritten Ebenenbüschel projieirt, dessen Axe ebenfalls 
auf der Kegelfläche liegt, resp. ein Leitstrahl der Regelschaar ist. Nicht nur 
entspricht also jeder Ebene von $, eine Ebene von S,, sondern auch jedem 
Ebenenbüschel von S, ein gewöhnlicher Ebenenbüschel von S,; d.h. die 
jündel 5, und S, sind auf die angegebene Art collinear auf einander be- 
zogen. Also: Aus zwei beliebigen ihrer Punkte wird die Raumeurve dritter 
Ordnung durch zwei projectieische Kegelflächen zweiter Ordnung 5.) und ihr 
Secantensystem durch zwei collineare Strahlenbündel projieirt. 

7. Daraus und aus (5.) schliessen wir: Auf die collinearen Strahlen- 
bündel S, und S, kann auf unendlich viele Arten ein dritter S, collinear be- 
sogen werden, sodass jede Ebene «, oder /5, des letzteren durch die Schnitt- 


S 


linie a0,, resp. PP» der homologen Ebenenpaare von S, und S, hindurchgeht. 
Der Mittelpunkt S, dieses bündels kann beliebig auf der von S, und 8, er- 
seuglen haumeurve dritter Ordnung angenommen werden; und wenn er diese 
Curve durchläuft, so beschreiben je zwei Ebenen o, und /, desselben um die 
Schnittlinie der homologen Ebenenpaare zwei projectivische Ebenenbüschel. — 
Eine beliebige Ebene enthält drei eigentliche Secanten oder eine uneigentliche 
Secante der Raumeurve, jenachdem sie mit letzterer drei reelle Punkte oder 
nur einen solchen S, gemein hat. Die Existenz der uneigentlichen Secante 
erkennt man im letzteren Falle sofort, wenn man S$, als Mittelpunkt eines 
der collinearen, das Secantensysiem erzeugenden Strahlenbündel betrachtet. 
Jede Berührungsebene der Curve enthält ausser der Tangente ihres Berüh- 
rungspunktes noch eine durch letzteren gehende eigentliche Secante, welche 
sich jedoch mit der Tangente vereinigt, wenn die Berührungsebene in eine 


Schmiegungs- (Krümmungs-)Ebene übergeht. 
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853. Das Strahlensystem erster Ordnung und zweiter Ülasse, 


8. Wenn die collinearen Strahlenbündel S, und 5, eine Ebene r, 
nicht aber den Strahl 8,8, entsprechend gemein haben. so erzeugen ihre in 
r, liegenden homologen Strahlenbüschel eine durch S, und S, gehende Curve 
zweiter Ordnung %, in deren Punkten je zwei homologe Strahlen sich schneiden. 
Durch jeden Punkt von 4 gehen unendlich viele. ausserhalb »,; liegende 
Strahlen des von S, und S, erzeuglen Strahlensystemes:; dieselben bilden 
einen gewöhnlichen Strahlenbüschel (2.). Die Ebenen von zwei beliebigen 
dieser Strahlenbüschel schneiden sich in einer Geraden e. deren Punkte eben- 
falls Schnittpunkte homologer Strahlen von S, und S, sein müssen (2.). und 
welche mit 4° einen Punkt gemein hat. Wenn wir absehen von der Ebene 
deren sämmtliche Strahlen als Schnittlinien homolorer (nämlich zusammen- 


/ 


i> 


fallender) Ebenen von S, und 8, aufgefasst werden können. so ereiebt sich: 
Die Schniltpunkte homologer Strahlen der collinearen Bündel S, und 8, er- 
füllen eine Linie dritter Ordnung, welche in eine Gerade ce und eine durch 8, 
und S, gehende Curve k_ zweiter Ordnung zerfällt, sodass e und k' sich in 
einem einzigen Punkte schneiden. Die sämmtlichen Schnittlinien homologer 
Ebenen von S, und S, haben sowohl mit v als auch mit k einen Punkt ge- 
mein; und umgekehrt gehört jede Gerade, welche von e und k in zwei ver- 
schiedenen Punkten geschnitten wird, dem von S, und S, erzeugten Strahlen- 
system an (vergl. 4). Dieses System ist demnach von der ersten Ordnung 
und zweiten Classe. 

9. Projieiren wir aus zwei beliebigen Punkten T, und T, von 4 
diese Curve und die Gerade e durch zwei Paar Strahlenbüschel. so sind 
letztere durch 4° und e projectivisch auf einander bezogen: und zwar ent- 
sprechen die gemeinschaftlichen Strahlen der beiden Büschelpaare von T, und 
T, einander, weil sie den Schnittpunkt von 4 und e projieiren. Durch diese 
projectivische Beziehung jener Strahlenbüschel wird demnach eine collineare 
Verwandtschaft zwischen den Bündeln, deren Mittelpunkte T, und T, sind. her- 
gestellt. und zwar so. dass je zwei homologe Ebenen dieser Bündel sich in 
einer Geraden schneiden. welche sowohl mit A als auch mit e einen Punki 
semein hat. Also: Das Strahlensystem erster Ordnung und zweiter Ülasse 
wird aus je zwei Punkten seiner Leitlinie k° zweiter Ordnung durch zwei 


collineare Strahlenbündel projieirt. Eine Ausnahme macht nur der Schniit- 
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punkt von 4° und ve, aus welchem das Strahlensystem durch den Ebenenbüschel 
v projieirt wird. 

10. Demzufolge gilt auch der zu (7.) analoge Satz: Projieiren wir 
dieses Strahlensystem aus einem von S, und S, verschiedenen Punkte S, der 
Leitlinie k’, so erhalten wir einen dritten Strahlenbündel, welcher collinear so 
auf S, und S, bezogen ist, dass jede Ebene desselben alle gemeinschaftlichen 
Punkte der beiden homologen Ebenen von S, und S, enthält. Und wenn S; 
die Curve k' durchläuft, so beschreiben je zwei Ebenen o, und P, von 8; um 
die Scehnittlinie «,o, und P,P, der homologen Ebenenpaare von S, und S; 
zwei projectieische Ebenenbüschel. Wenn umgekehrt ein zu $, und 8, col- 
linearer Strahlenbündel S, dasselbe Strahlensystem mit S, und S, erzeugt, 
welches diese letzteren Bündel auch unter einander erzeugen, so liegt sein 
Mittelpunkt S, auf 4°, weil derselbe zu den Schnittpunkten homologer Strahlen 
von S, und S, gehört. Eine ähnliche Bemerkung kann zu (7.) gemacht werden. 


$4. Das Strahlensystem erster Ordnung und erster Ulasse. 


11. Wenn die collinearen Bündel $,, S, den Strahl S,S, und höchstens 
zwei Ebenen 7, g desselben entsprechend gemein haben, so erzeugen ihre in 


» und g liegenden homologen Strahlenbüschel zwei Punktreihen x, ve, welche 


4 
oleich jenen Ebenen beide reell oder imaginär sind oder zusammenfallen. 


Jeder Strahl des von S, und S, erzeugten Strahlensystemes, zu welchem 
auch S, 8; gehört, wird von x und » geschnitten, und umgekehrt gehört jede 
(Gerade, welche mit » und ® je einen Punkt gemein hat. zu dem Strahlen- 
systeme. Da weder alle Strahlen des Systemes durch einen Punkt gehen, 
noch (1.) in einer Ebene liegen, so müssen die Geraden #, e windschief zu 
einander liegen, falls sie nicht etwa zusammenfallen. Wir wollen sie die 
Axen des Strahlensystemes nennen. Sind beide Axen reell und von ein- 
ander verschieden, so überzeugt man sich leicht ebenso wie oben (9.), dass 
das Strahlensystem aus zwei beliebigen Punkten des Strahles S,S, oder eines 
anderen seiner Strahlen durch zwei collineare Strahlenbündel projieirt wird. 
Von den folgenden Betrachtungen sind deshalb die meisten nur für den Fall 
imaginärer oder zusammenfallender Axen erforderlich. 


12. Durch das Strahlensystem wird eine beliebig durch S,S, gelegte 
Ebene I reciprok auf die Bündel S, und S, bezogen, wenn wir nämlich jedem 
Punkte A von > diejenigen beiden Ebenen von S, und $S, als entsprechende 
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zuweisen. welche in dem durch A gehenden Strahle des Systemes sich 
schneiden. Dass auf diese Art jeder Ebene von $S, ein Punkt von X. und 
weil das System von der ersten Ordnung ist. auch umgekehrt jedem Punkte 
von I eine Ebene von S, zugewiesen ist, leuchtet ein. Ein beliebiger Ebenen- 
büschel s, von S, erzeugt aber mit dem entsprechenden von 8, im Allge- 
meinen eine Regelschaar,. welcher auch der Strahl Ss, angehört, und welche 
deshalb von > in einer Punktreihe s geschnitten wird; sodass zugleich jedem 
Strahle s, von S, eine Gerade s von > entspricht, wie behauptet wurde. 
Die Gerade $, 8; entspricht sich selber. Zwei beliebig durch 8,8, gelegte 
Ebenen werden durch das Strahlensystem reeiprok auf S, und folglich collinear 
auf einander bezogen; und zwar haben sie die Gerade 8,S,, nicht aber alle 
Punkte derselben entsprechend gemein. Wir erhalten so eine zweite Er- 
zeugungsart des Strahlensystems : jeder Strahl desselben verbindet zwei homologe 
Purkte jener collinearen Ebenen mit einander. Analog wie oben (2.) schliessen 
wir hieraus: Das vorliegende Strahlensystem ist nicht nur von der ersten 
Ordnung, sondern auch von der ersten Classe. Weiter ergiebi sich: Das 
Strahlensystem wird aus zwei beliebigen Punkten des Strahles S,S, durch zwei 
collineare Strahlenbündel projieirt. Der obige Satz 7. gilt deshalb auch für 


den vorliegenden Fall, wenn statt der Raumeurve dritter Ordnung der Strahl 





5,8, geselzt wird. 

13. Um alle Strahlen des Systems zu construiren, welche eine be- 
liebige Gerade g schneiden, projieiren wir die Punktreihe g aus S, durch 
einen Strahlenbüschel, welchem in 8, ein zu g projeclivischer Strahlenbüschel 
entspricht. Letzterer erzeugt mit g im Allgemeinen einen Ebenenbüschel 
zweiter Ordnung, welcher mit dem homologen Ebenenbüschel von S, die ge- 
suchten Strahlen erzeugt. In einer durch 8,8, gelegten Ebene X entspricht 
(12.) diesen Ebenenbüscheln zweiter Ordnung eine zu ihnen und folglich zur 
Punktreihe y projectivische Curve zweiter Ordnung, welche mit g den Schnilt- 
punkt von > und g entsprechend gemein hat und deshalb mit y eine Regel- 
schaar erzeugt. Also: Diejenigen Strahlen des Systems, welche eine beliebige 
Gerade y schneiden, bilden im Allgemeinen eine Regelschaar. Leicht über- 
sehbare Ausnahmen erleidet dieser Satz nur dann, wenn g selbst dem Strahlen- 
systeme angehört oder eine Axe desselben schneidet. Drei zu einander wind- 
schiefe Strahlen des Systemes erster Ordnung und erster Classe bestimmen 


eine Regelschaar, deren sämmtliche Strahlen dem Systeme angehören; zum 
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punkt von 4° und e, aus welchem das Strahlensystem durch den Ebenenbüschel 
ev projieirt wird. 

10. Demzufolge gilt auch der zu (T7.) analoge Satz: Projieiren wir 
dieses Strahlensystem aus einem von S, und S, verschiedenen Punkte S, der 
Leitlinie k’, so erhalten wir einen dritten Strahlenbündel, welcher collinear so 
auf S, und S, bezogen ist, dass jede Ebene desselben alle gemeinschaftlichen 
Punkte der beiden homologen Ebenen von S, und S, enthält. Und wenn 8; 
die Curve k’ durchläuft, so beschreiben je zwei Ebenen o, und , von S, um 
die Sehnittlinie «a, und P,ß, der homologen Ebenenpaare von S, und 8; 
zwei projectivische Ebenenbüschel. Wenn umgekehrt ein zu S, und 8, col- 
linearer Strahlenbündel S, dasselbe Strahlensystem mit S, und S, erzeugt, 
welches diese letzteren Bündel auch unter einander erzeugen, so liegt sein 
Mittelpunkt S, auf 4°, weil derselbe zu den Schnittpunkten homologer Strahlen 
von S, und S, gehört. Eine ähnliche Bemerkung kann zu (7.) gemacht werden. 


$4. Das Strahlensystem erster Ordnung und erster Ulasse. 


11. Wenn die collinearen Bündel S,, S, den Strahl S,S, und höchstens 
zwei Ebenen n], g desselben entsprechend gemein haben, so erzeugen ihre in 
» und liegenden homologen Strahlenbüschel zwei Punktreihen x, e, welche 
gleich jenen Ebenen beide reell oder imaginär sind oder zusammenfallen. 
Jeder Strahl des von S, und S, erzeugten Strahlensystemes, zu welchem 
auch S,S, gehört. wird von # und » geschnitten, und umgekehrt gehört jede 
Gerade, welche mit #» und ® je einen Punkt gemein hal, zu dem Strahlen- 
systeme. Da weder alle Strahlen des Systemes durch einen Punkt gehen, 
noch (1.) in einer Ebene liegen, so müssen die Geraden #, e windschief zu 
einander liegen, falls sie nicht etwa zusammenfallen. Wir wollen sie die 
Axen des Strahlensystemes nennen. Sind beide Axen reell und von ein- 
ander verschieden, so überzeugt man sich leicht ebenso wie oben (9.), dass 
das Strahlensystem aus zwei beliebigen Punkten des Strahles S,S, oder eines 
anderen seiner Strahlen durch zwei collineare Strahlenbündel projieirt wird. 
Von den folgenden Betrachtungen sind deshalb die meisten nur für den Fall 
imaginärer oder zusammenfallender Axen erforderlich. 


12. Durch das Strahlensystem wird eine beliebig durch S,S, gelegte 
Ebene I reciprok auf die Bündel S, und S, bezogen, wenn wir nämlich jedem 


Punkte A von > diejenigen beiden Ebenen von S, und $, als entsprechende 
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zuweisen, welche in dem durch A gehenden Strahle des Systemes_ sich 
schneiden. Dass auf diese Art jeder Ebene von 8, ein Punkt von I, und 
weil das System von der ersten Ordnung ist. auch umgekehrt jedem Punkte 
von I eine Ebene von S, zugewiesen ist, leuchtet ein. Ein beliebiger Ebenen- 
büschel s, von S, erzeugt aber mit dem entsprechenden von S, im Allge- 
meinen eine Regelschaar,. welcher auch der Strahl S, S, angehört, und welche 
deshalb von & in einer Punktreihe s geschnitten wird; sodass zugleich jedem 
Strable s, von S, eine Gerade s von > entspricht, wie behauptet wurde. 
Die Gerade S,S, entspricht sich selber. Zwei beliebig durch S,S, gelegte 
Ebenen werden durch das Strahlensystem reeiprok auf S, und folglich collinear 
auf einander bezogen; und zwar haben sie die Gerade 8,S,. nicht aber alle 
Punkte derselben entsprechend gemein. Wir erhalten so eine zweite Er- 
zeugungsart des Strahlensystems : jeder Strahl desselben verbindet zwei homologe 
Purkte jener collinearen Ebenen mit einander. Analog wie oben /2.) schliessen 
wir hieraus: Das vorliegende Strahlensystem ist nicht nur von der ersten 
Ordnung, sondern auch von der ersten Classe. Weiter ergiebi sich: Das 
Strahlensystem wird aus zwei beliebigen Punkten des Strahles S,S, durch zwei 
collineare Strahlenbündel projieirt. Der obige Satz 7. gilt deshalb auch für 
den vorliegenden Fall, wenn statt der Raumcurve dritter Ordnung der Strahl 
S,S, gesetzt wird. 

13. Um alle Strahlen des Systems zu construiren, welche eine be- 
liebige Gerade g schneiden. projieiren wir die Punktreihe g aus S, durch 
einen Strahlenbüschel, welchem in 8, ein zu g projeclivischer Strahlenbüschel 
entspricht. Letzterer erzeugt mit g im Allgemeinen einen Ebenenbüschel 
zweiter Ordnung, welcher mit dem homologen Ebenenbüschel von 8, die ge- 
suchten Strahlen erzeugt. In einer durch 8,8, gelegten Ebene X entspricht 
(12.) diesen Ebenenbüscheln zweiter Ordnung eine zu ihnen und folglich zur 
Punktreihe y projectivische Curve zweiter Ordnung, welche mit g den Schnitt- 
punkt von > und g entsprechend gemein hat und deshalb mit y eine Regel- 
schaar erzeugt. Also: Diejenigen Strahlen des Systems, welche eine beliebige 
Gerade g schneiden, bilden im Allgemeinen eine Regelschaar. Leicht über- 
sehbare Ausnahmen erleidet dieser Satz nur dann, wenn g selbst dem Strahlen- 
systeme angehört oder eine Axe desselben schneidet. Drei zu einander wind- 
schiefe Strahlen des Systemes erster Ordnung und erster (lasse bestimmen 


eine Regelschaar,, deren sümmtliche Strahlen dem Systeme angehören: zum 
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Beweise construire man eine Gerade g. welche die drei windschiefen Strahlen 
schneidet. 

14. Durch vier seiner Strahlen, welche zu einander windschief, aber 
nicht in einer Regelschaar liegen, ist das Strahlensystem erster Ordnung und 
erster Classe völlig bestimmt. Denn demselben gehört jede durch drei der 
vier Strahlen gehende Regelschaar R an. sowie jede andere Regelschaar, 
welche den vierten Strahl mit zwei Strahlen von A verbindet: die Con- 
struction aller dieser Regelschaaren führt aber zu dem durch einen beliebig 
angenommenen Punkt gehenden Strahle des Systemes. Das Strahlensystem 
wird auch erzeugt durch zwei collineare Strahlenbündel, welche einen der 
vier Strahlen entsprechend gemein haben, und von denen drei Paare homologer 
Ebenen in den übrigen drei Strahlen sich schneiden: oder auch durch zwei 
collineare Ebenen, welche einen der vier Strahlen entsprechend gemein haben 
und von den übrigen in drei Paaren homologer Punkte geschnitten werden. 
Wir schliessen daraus: Das Strahlensystem wird aus je zwei auf einem seiner 
Strahlen liegenden Punkten durch collineare Strahlenbündel projieirt, und von 
je zwei durch einen seiner Strahlen gehenden Ebenen in collinearen Punkt- 
systemen geschnitten. 

15. Es seien durch das Strahlensystem zwei beliebige Ebenen «,, /, 
des Bündels S, collinear auf die entsprechenden Ebenen «,, ;, von 8, be- 
zogen. Da alsdann jedem Schnittpunkte von a, und /, ein einziger Schnitt- 
punkt von @, und ,, entspricht, so führt diese Beziehung zu einer besonderen 
collinearen Verwandtschaft von zwei Räumen I, und NY. wenn wir nämlich 
co, und >, zu I, und «,. 5, als homologe Ebenen zu I, rechnen. Nämlich 
diese Räume haben alle Strahlen des Strahlensystemes entsprechend gemein. 
weil jeder solcher Strahl zwei Punkte von «e, und /,. zugleich aber die enl- 
sprechenden beiden Punkte von «, und /3, mit einander verbindet. Von den 
collinearen Räumen >, und I, müssen also je zwei homologe Punkte auf 
einem Strahle des Svstemes liegen und je zwei homologe Ebenen in einem 
solchen Strahle sich schneiden. Und das Strahlensystem wird sowohl durch 
zwei beliebige homologe Bündel als auch durch je zwei homologe (nicht zu- 
sammenfallende) Ebenen der collinearen Räume erzeugt. Wenn das Strahlen- 


system zwei reelle Axen besitzt, so haben 2, und 3, jeden Punkt und jede 


Ebene derselben entsprechend gemein. 
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S. N, (ollıneare Ebenen. 


16. Zwei collineare Ebenen. die weder perspectivisch noch in ein- 
ander liegen. "zeugen. wie schon mittelst des Prineips der Dualität sich er- 
ojebt, ein Strahlensystem erster Classe und erster, zweiter oder drilter Ordnung: 
zu demselben rechnen wir jede Verbindungslinie von zwei homologen Punkten 
der Ebenen. Das Strahlensystem erster Ölasse und dritter Ordnung besteht 
aus den sämmtlichen Axen eines Ebenenbüschels dritter Ordnung. d. h. aus 
allen Geraden, in welchen je zwei Ebenen dieses Büschels oder was dasselbe 
ist zwei Schmiegungsebenen einer Raumeurve dritter Ordnung sich schneiden: 
es wird von den Ebenen des genannten Büschels dritter Ordnung in collinearen 
Punkisystemen geschnitten. Das Strahlensystem erster Classe und zweiter 
Ordnung hat eine Gerade e und eine von e berührte Kegellläche A zweiter 
Classe zu Directricen; es enthält jeden Strahl. welcher K° berührt und zu- 
gleich e schneidet, und wird von je zwei Berührungsebenen der Kegelfläche 
kin collinearen Punktsystemen geschnitten. Die Beweise dieser Sätze sind 


denjenigen der $$.2 und 3 ganz analog. 


17. Zwei collineare Räume >, und 3, liegen entweder perspectivisch. 
sodass sie alle Strahlen und Ebenen eines Punktes P (des Collineations- 
Centrums) und alle Punkte und Strahlen einer Collineations- Ebene // ent- 
sprechend gemein haben, oder ihre entsprechend gemeinschaftlichen Strahlen 
bilden ein System erster Ordnung und erster Classe 15... oder ferner ilıre 
entsprechend gemeinschaftlichen Ebenen bilden einen Ebenenbüschel erster 
Ordnung und ihre entsprechend gemeinschaftlichen Punkte eine Punktreihe. 
oder endlich sie haben höchstens vier Ebenen. vier Punkte und sechs Sirahle 
nämlich die Flächen, Eckpunkte und Kanten eines Tetraeders entsprechend 
gemein. Für alle diese verschiedenen Fälle werden wir den folgenden Satz 
beweisen: Zu zwei collinearen Räumen FE, und FI, kann auf unendlie/ 
Arten ein dritter I, construirt werden, sodass von je drei homologen E 
dieser Räume jede durch alle gemeinschaftlichen Punkte der 

hindurchgeht. Es kann nämlich die Ebene «, von I,. welche zıcei wicht zw- 


sammenfallenden homologen Ebenen «, und «, von 2, und I. entsprei 


soll, willkärlich durch die Schnittlinie «,«, der letzteren gelegt werden: da- 
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dureh ist aber zu jedem anderen Ebenenpaar ,. 9% von I, und I, die ent- 
sprechende Ebene 9, von I, vollig bestimmt. Lasst man e, um «a,e, einen 
Ehenenbüschel beschreiben, so beschreibt 9, um [,/% einen projeetivischen 
KEhenenbüschel. 

IS. Für den Fall. dass die entsprechend gemeinschaftlichen Strahlen 
von I, und I, ein Svstem erster Ordnung und erster Classe bilden, ist der 
Beweis vorstehenden Salzes schon im Obigen (14. und 15.) enthalten. Liegen 
die Räume I, und I, perspeelivisch, so muss auch der gesuchte Raum X, 
mit ihnen alle Elemente des Centrums P und der Ebene 7/7 der Collineation 
entsprechend gemein haben. Legen wir also dureh die in // erhaltene Scehnitt- 
linie der homologen Ebenen «,. ©, von I, und I, ganz beliebig die ihnen 
entsprechende Ebene @, von I,, so müssen je drei homologe Punkte 8,. 8,. 
S, dieser Ebenen ,. %. , mit dem Centrum P in einer Geraden liegen. 
Die Strahlenbündel 8, und 8, müssen perspeetivisch auf einander bezogen 
werden. so dass ihre homologen Elemente sich auf der Ebene 7/7 schneiden: 
und da die Räume I, und I, ausserdem den Bündel P entsprechend gemein 
haben müssen, so ist in der That ihre collineare Verwandtschaft völlie be- 
stimmt. Der letzte Theil des Satzes (17.) ergiebt sich daraus, dass die drei 
Strahlen aß: ß: und er ß; als homologe Strahlen der drei Räume sich in 
einem Punkte von // schneiden und zugleich in einer und derselben Ebene 


des Centrums P lieren. 


ST. Der Strahlencomplex zweiten Grades, welcher von zwei 


collinearen Räumen erzeugt wird. 


I9. Wenn die collinearen Räume I, und 3, weder perspectivisch 
liegen noch die Strahlen eines Systemes erster Ordnung und erster Classe 
entsprechend gemein haben, so erzeugen sie einen Strahlencomplex. zu welchem 
wir jede Schnittlinie von zwei homologen Ebenen der Räume rechnen. Jeder 
Strahl des Complexes. als Element von >, betrachtet, liegt mit dem ent- 
sprechenden Strahle von 3, in einer Ebene und unterscheidet sich dadurch 
von einem beliebigen Strahle des Raumes: rechnet man den Schnittpunkt der 
beiden homologen Strahlen zum Raume >;,. so liegt der entsprechende Punkt 
von I, auf dem zuerst angenommenen Complexstrahle, sodass die Strahlen 


des Complexes auch als Verbindungslinien homologer Punkte von 3, und 3, 
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aulpefasst werden können. Der Strahlencomplea wird also ın doppelter Wrisı 
ron den eollinearen Räumen erzeugt: er ist sich sellhs! recipr oh 

20. Zwei homologe Strahlenbündel von &, und 2, erzeuren mil 
einander das Secantens\ stem einer Baumeurve dritter Ordnunge. welche eine 
Ordnungscuree des Strahlencomplexes heissen soll. weil zu letzterem alle ihr 


Secanten gehören. Diese Curve kann ‘8 in eine Curve zweiter Ordnung 


und eine Gerade zerfallen und muss zerfallen. wenn die Bäume 2. und & 
einen Ebenenbüschel entsprechend gemein haben. Alle durch die Mitt kt 
der Bündel gehenden Secanten der Baumeurve lieren in zw here 

„weiter Ordnung. woraus folgt: Die sammtlichen Strahlen des (ompler: 


welche durch einen beliebigen Punkt gehen, erfullen eine Kegelflache zıreiten 


Ordnung, welche jedoch auch in zwei Strahlenbüschel zerfalleı 


folet aus der zweiten Erzeugungsart: Alle in einer Ebene liegenden (; = 
strahlen bilden einen Strahlenhuschel zweiter Ordnung. Na Plucks em 


nach der Complex vom zweiten Grade 
21. Eine Ausnahme von den letzten Sätzen 
semeinschaftlichen Punkte und Ebenen der Räume 2, und & 


sämmtlichen Strahlen dem Complexe angehören. Ich nenne sie Ham; 


resp. Hauptebenen des Complexes. Sämmtliche Haupipunkte 
Ördnungseurve enthalten, weil in ihnen je zwei homologe Strahlen er- 
zeugenden Strahlenbündel sich schneiden; die Hauptpunk! 

Punktreihe, oder es giebt deren höchstens vier 17 Zırei beli | - 
strahlen a, b können allemal durch eine geradlinige Fl« x 


verbunden werden. welche durch alle Hauptpunkt: 


Schaar von Complezstrahlen enthält. Nämlich die homologen E 

und 5,, 9, von &, und 3,. welche in a und 5 sich schneiden. bes 

in den collinearen Räumen die Axen «,7, und «@.7. von zwe nolo2 
Ebenenbüscheln, und diese Büschel erzeugen mit einaı N. 
Complexstrahlen. Wenn der Complex nur vier reelle Hauptpunk ; 
welche alsdann ein Tetraeder bilden, so ergiebt sich aus S 


Die Eckpunkte des Haupttetraed: rs werden aus je zırei lommlersir 


‘> 


zwei projectirische Ebenenbuschel projicert. ” Ebens 
zeugungsart des Complexes zu dem reeiproken Satze: Dir } 
*) Diese und die tolgende Fundamentaleigenschatt des vorliege 


zweiten Grades wurde zuerst von Herrn H. Mu 
ausgesprochen. 
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telraeders werden von je zwei Complexrstrahlen in projeetieischen Punktreihen 
geschnitten Die Aufgabe 15.) im Anhange der .„.Systemat. Entwickelung 
der Abhängigkeit cet.* erhält dadurch eine andere als die von Jacob Steiner 
erwartete Auflösung 

22. Drei beliebige Complexstrahlen a, b, e bestimmen im Allgemeinen 
eine Ordnungscurve des Complexes, deren Secanten sie sind. Der Satz erleidet 
eine Ausnahme, wenn die drei Ebenenpaare von I, und S,. welche in a, b 
und e sich schneiden. zwei homologen Ebenenhüscheln der eollinearen Räume 


angehören: ist dieses nicht der Fall. so bestimmen sie in I, und I, zwei 


homologe Strahlenbündel. welche die genannte Ordnungseurve und ihr Secanten- 


sysiem erzeugen. Wenn zwei von den Strahlen a, b, e sich schneiden. so 
geht diese Curve durch den Schnittpunkt hindurch. Eine Ordnungscurve des 
Complexes is! völlig bestimmt. wenn von ihr gege ben sind eine Secante a und 
ein ausserhalb a liegender Punkt B. Die durch B gehenden Complexstrahlen 
werden nämlich durch zwei homologe Ebenenbüschel von &, und I, er- 


zeugt. und deren Axen haben mit den beiden in a sich schneidenden homologen 
Ebenen die Mittelpunkte der beiden Strahlenbündel von >, und I, gemein. 
durch welche die Ordnungscurve erzeuet wird. 

23 Zwei beliebig: Ebenen. relche einen Comple rstrahl a mit ein- 
ander aqemeen hab: n. werden von de N nigen Ordnungscurven. von welchen a 
eine Secante ist. in collinearen Pun tsystemen geschnitten. Seien nämlich «, 
und «, die beiden in a sich schneidenden. homologen Ebenen von I, und 3, 
und « rgend eine dritle durch a zeleste Ebene. Die senannten Ordnungs- 


\ 


curven werden dann durch je zwei homologe Strahlenbündel von &, und F& 


erzeugt. deren Mittelpunkte S, und 8, homologe Punkte der collinearen Ebenen 

sein müssen: sie haben mil «, noch je einen Punkt S, gemein. welcher 
im Allgemeinen ausserhalb der Secante a liest und den Punkten S,. S, durch 
die beireflende Ordnungscurve zugewiesen ist. Beschreibt nun 8, in «, eine 
(verade s,. So beschreibt die von den Bündeln 8, und 8, erzeugte Ordnungs- 
curve diejenige geradlinige Fläche zweiter Ordnung. welche der Ebenenbüschel 


x 


y 4 | nz“ s Er 3» rn 73 2 ... .nnh \ . T % rn 7 ” [ 2 
s, von —, Mil dem enisprechenden Ebenenbüschel $, Von 2 erzeugt. Diese 


Fläche gen! durch den Compiexstrahl A. wird also von 0, noch in einer 
Geraden s, geschnilien. aui welcher der Punkt S, fortrücken muss. Die Ver- 
wandtschaft der Ebenen o, und oe, ist also von der Art. dass jedem Punkte 
S, von e, ein Punkt S, von oe, und jeder durch S, gehenden Geraden s, von 


'e durch 8, gehende Gerade s, von o, entspricht: d.h. sie ist eine col- 


-n 


Reye, collineare Grundgebilde und ihre Erzeugnisse |; 


lineare. Jede vierte, durch a« gehende Ebene «, wird ebenso durch die 
Ordnungseurven collinear auf e, und folglich auch auf @, bezogen. wie be- 
hauptet wurde. 

24. Es ist jetzt ein Leichtes. den oben /17.) aufgestellten Satz auch 
für solehe ceollineare Räume zu beweisen. welche einen Strahlencomplex 
zweiten Grades erzeugen. Aus je drei homolosen Punkten 8... %8,. 8 de: 
Ebenen o,. %, eo, wird das Secantensystem der jene Punkte verbindenden 
Ordnungseurve durch eollineare Bündel projieirt 5. und 10.,; rechnen wir also 
eo, und die Bündel S, zum Raume >,, so ist auf diese Art je zwei homologen 
Ebenen /,. %, von &, und 3, eine durch die Schnittlinie 7,7, gehende, ent- 
sprechende Ebene /, in 3, zugewiesen. Diese zwischen &, und &,. 2 
hergestellte Beziehung ist aber eine collineare. weil ‘23. auch 3, dureh die 
Ordnungseurven des Complexes collinear auf 7, und 3, bezogen ist. Um 
auch den letzten Theil des Satzes /17.), zu beweisen. bemerken wir. dass 
die Ebenenpaare 0, /,, %,/% und «, 7, drei homologen Ebenenbüscheln der Räume 
>, &,. &, angehören und folglich eine und dieselbe geradlinige Fläche 
zweiter Ordnung erzeugen müssen. auf welcher auch die Axen dieser Büschel 
liegen. Die Axe «@,/, beschreibt diese Fläche, wenn «, um die Gerade «,r 
einen Ebenenbüschel beschreibt: und folglich muss 7, um 3, 3, einen zu : 
projeelivischen Ebenenbüschel beschreiben. wie der Satz 17. behaupte 

25. Zum Schluss führe ich noch den zu 17.) reciproken Satz 
dessen ganz analoger Beweis auf $5 sich stützt: Zu zei eollinearen Ra 


$ 


I, und >, kann auf unendlich viele Arten ein dritter I, cons 
sodass von je drei homologen Punkten dieser Raume jeder auf a 

die übrigen zwei gehenden Ebenen liegt. Es kann namlich der Punkt A 
>,, welcher zwei homologen Punkten A, und A, ron I, und I, entspı 


soll, willkürlich auf der Verbindungslinie A,A; der letzteren an 


werden; dadurch ist aber zu jedem anderen Punktenpaare B,. B, ron I 
=, der entsprechende B;, in 3, völlig bestimmt. Lasst man A, die P 
A,A, durchlaufen, so beschreibt B, in B,B, eine zu A,A. projeetirıs 


Punktreihe. 


Aachen. den 6. Dechbr. 1870. 
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Ueber die mehrfachen @aussiıschen Summen. 
(Von Herrn H. Weber in Zürich.) 


Schon Jacobi hat ausgesprochen. dass für die Constantenbestimmung 
in der 'Theorie der unendlich vielen Formen der elliplischen $-Function die 
von Gauss zuerst zu Zwecken der Zahlentheorie untersuchten Summen *) von 
Wichtigkeit seien. Die schöne Durchführung der erwähnten Constantenbestim- 
mung von Herrn Hermite hat Jacobis Ausspruch zur Genüge bestätigt. Bei dem 
Versuch. in der Theorie der 9-Functionen von mehreren Veränderlichen zu 
ähnlichen Resultaten zu gelangen, stiess ich auf die Aufgabe, Summen zu be- 
stimmen. die den Gaussischen analog sind. aber von mehreren veränderlichen 
Zahlen abhängen. Das Ergebniss dieser Untersuchung, welches mir nicht ganz 
obne ein selbständiges Interesse zu sein scheint, erlaube ich mir hier mitzu- 
theilen. Natürlich macht sich die Nothwendigkeit der Unterscheidung mehrerer 
Fälle, die schon bei den einfachen Gaxssischen Summen eintritt, hier in erhöhtem 
Masse geltend. Gleichwohl ist das Resultat in einigen der Hauptfälle von 
einer Einfachheit und Eleganz, die kaum zu erwarten war. Die Summen, 
welche Gauss untersucht hat, sind von der Form: 

anni , 


- es 
y' N 


a € “ 


worin e und » ganze Zahlen sind, und s ein vollständiges Restsystem nach 
dem Modul » zu durchlaufen hat. Der Werth der Summe ist unabhängig von 
der Wahl des Restsystems. 

Die Verallgemeinerung dieser Summe, um welche es sich in der vor- 


liegenden Arbeit handelt, ist: 


ent _ 
u PET 
2& e i 
ie Fund 
worin: 
Sy % u iM > > „2 
re Be he Base Cs + 22184 ,+C,,5,- 
ce und » sind ganze Zahlen, und die s,. 5. . . . s, haben, von einander un- 


—— 


*) „Summatio quarundam serierum singularium‘“, Gauss’ Werke, Bd. II, p. 9. 
Dirichlet, Vorlesungen über Zahlentheorie herausgegeben von Dedekind. Supplement I. 
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abhängig, je ein vollständiges Restsystem nach dem Modul » zu durchlaufen. 
Auch der Werth dieser Summe ist von der Wahl der Restsysteme unabhängig. 
Dass die Coeflicienten der Producte s,s,. ... als gerade Zahlen angenommen 
werden, ist keine Beschränkung: denn wäre dies nicht der Fall. so hätte man 
Zähler und Nenner im Exponenten mit 2 zu multipliciren, wodurch, da als- 
dann der Modul der Restsysteme 2» wird. der 2’fache Werth der Summe 
erhalten wird. Ist » ungerade, so kann man auch ohne Veränderune des 
Nenners denselben Zweck erreichen, indem man zu den ungeraden 2e,, den 
Nenner » hinzufügt, wodurch der Werth der Summe augenscheinlich nicht ge- 
ändert wird. 
Ist nun 





n=uNn, = UM =. = U, N, 
und «, der grösste Theiler, den » mit e,,, €,» ... c,, gemein hat, so lässt sich 


die Summe auf eine andere mit weniger Gliedern redueiren. Setzt man nämlich: 











Br ar A ,(4) 
„= u; Br U;) z 
woraus folgt: 
„(%) (4) 
fi  . 
ni u? 
und: 
» a,(]) > (<)_| 5 (p)‘ 
s.(s + $8,} — .. 1. yÜü 
- IN ı7ı i 2 ' ”nD J 
[\Sı3 82, .-.8,) = A pFi / 
n 
i 
> e Pi i 7 DM > „l2)_ I. ] o r N 
Bü 1m 22 Me de sr’) 
n, 
a), (2) | (p)- 
{9 u ‘4! TS, p 7" TSpY; 
N, 


so ist auch die Summe: 
Y if Bali) 


Wenn S1, 82, ... 8, je ein vollständiges Restsystem nach den Moduln »..»....n 
durchläuft, von der Wahl dieser Restsysteme unabhäneie. und es folgt: 


lo} 


ni _ nn 

- u CrlSxSı Ymifr 

m ro. . 2nif(s,.$,.....8, 
E e u ia er (51,8 L 


S y N 
Is I 00. p Yys dan os», 
3 


Für die letztere Summe soll im Folgenden die Bezeichnung gebraucht werden: 





a j 
3 / 


f 


(+) ‚(p) 
1 - .. % 


> > f N ih a,\ ?) a,\l ‚| 
y' erufls,; S, ... Sp, nen f 7 > a / > “ mE E 2 


Ss Nas or. ’p . . . [} . P} . \ 
Rh ‚(2) 4 pP) 


‘TI 
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die auch. wo es ohne Zweidentiekeit eeschehen kann. in den abrekürzten 
Formen aneewendet werden wird: 


4 / N « 4 7 N, Mıa ... M, 


. 1. 


Allgemeine Sätze über die Function g. 


Ueber die Function g gelten ganz analoge Sätze. wie über die Gauss- 


EN\ 


ische Reihe *) 
I. Der erste dieser Sätze ist in folgenden Gleichungen enthalten: 


„m (1) = (?) a,(P) _, (P) 
a tan, Yı FA, --- 7 AP? ge, 
N N j/? 4 Rh, Ni. j/2 . Is Mım .o oo. . /2 T Rh; IE 
f 1/ı 7 4 N“. Hans... N, . 
. . . . . . . . . \ 
a,(i) ı al) n;,\ i (?), a,\2) + „(p) 
ve tan, au TEERE ; un 


worin 4 ganze Zahlen sind, die der Bedingung genügen: 


„I — 4 


Die Richtigkeit dieses Satzes ergiebt sich unmittelbar aus dem Anblick der 
Reihe. Dieser Satz kann dazu dienen um alle Coeffieienten z{', yi, ... yi 
kleiner als », zu machen. 

II. Ist a, relative Primzahl zu n,. 


d; = -_ - N. 


so hat man die Gleichung: 


a,4,5Yı » dh@ıyı s --- A,Yi 


\ | / 
6 Y:, 60,73, ..- 568,77 


Gıyın =g N Mary... N,)- 


a,a,7, 


0,0,7, > 0,07, 5; 


Die rechte Seite dieser Gleichung hat nämlich den Werth: 


Er 


\ v y „uf A, 3, , d, ee dl, $, } 
m du | ' 





x 


veri. Dirichlet, yoriesunren 


ber Zahlentheorie, herausgegeben von Dedekind, 
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Nun durchlaufen aber a,s, und s,: m,s, und 8; ... a,s, und s, gleichzeitig 
vollständige Restsysteme resp. nach den Moduln »,. »,. ...n,. so dass 
y,eri[la, 5,54 U) __ z,2ril(s, Hp 


womit auch dieser Satz bewiesen ist. 
Ill. Ist m, relative Primzahl zu »,. 


m, _ _ _ Ar. 
m - un - u 
. » . u p 
sind ferner die Grössen 
Yzm, JE n, 
mn, . n; 


ganze Zahlen, bestehen endlich die Relationen 


(4) „ex 
Vz; & 
m,nNn, m; n; 


f 4 ? = 3 a m; n, a m- N; = ® m, nn, 
k 
ve‘ „,(2) „(P) 
ir ı Je 5» 
(2 
my. m; 7 ı wi Mm, Yı 
l 2 . } 
my DT... . mr 
vo f } I “ n . ‘ 
° . . - 5 . j 2 | 
x \ 
my”... .0,Y 
„N „,e®) di 
N, 1 a N,7 1 “ . . . N, ‚ 
„‚(ı) u 
#72 - N, 7? “ N, 


| l (2) 
U, 


Auch dieser Satz lässt sich einfach beweisen: Bildet man nämlich das Pı 
der beiden g-Functionen auf der rechten Seite, so erhält man 


%\' Y InıF 


worin 
F = „(di AI) pe, \ ” 
er n m, AR N \ 
„inf MM Sr 8, LI awer .$,$, LEN — 
7 \ n, m ee" a 
cf Sp, m, DENN. 5 nt i,N | . 
di. \ n Tr vr y i ae . 


pP 


+ 


Journal für Mathematik Bd. LAXIV. Heft 1 ” 











18 Weber, über die mehrfachen Gaussischen Summen. 


In der 2p fachen Summe nach s und ? haben s,, 8. ... s, vollständige Rest- 


systeme nach den Moduln »,, m. ... 2,5 bı. br... t, vollständige Rest- 


systeme nach den Moduln m,. m. ... m, zu durchlaufen. 


Nun ist aber: 


m.S1S,; , Nlıl, (m,s2 + n,t,) (ms; + n;t,) m, 
oe on ———— ne, A en 4 


N; | m; m;n; 
Gemäss der Voraussetzung, dass 


My. (») N, X 
„dia 


m'’* ? N; 


x“) 


oanze Zahlen seien. kann man also für F schreiben: 


w f > E >. 1 “ a 
_ (a Ke n,t,)(mısı + nıtı) G 
© Tr un 
1? mn; 





#= - 


wo G eine ganze Zahl ist, die auf den Werth der Summe keinen Einfluss 
hat, da sie im Exponenten von e mit 2ri multiplieirt ist. 
Setzt man nun 
m.s..rn,i. = 0, 
und lässt s,, f, je ein vollständiges Restsystem nach den Moduln n,, m, 
durchlaufen, so durchläuft o, ein voliständiges Restsystem nach dem Modul 
m,n,; denn im Ganzen erhält man m,r, Werthe von o,, und von diesen 


können keine zwei nach dem Modul m,x, congruent sein. Ist nämlich: 


ms. +n,t,. = m,s,+n,t, (mod. m,n,). 
so folet: 
en Y [ d ) 
ms, Z m,s, (mod. »,). 
n,t, = nl, mod. m,). 


Wenn also, wie vorausgesetzt. m, und z, relativ prim sind, so würde folgen: 
s.z=s, (mod. »,), 
, =1, mod. m,). 

Darnach wird unsere Summe: 


(2) 





pi Yig,Q 
. . v v. [4 Z 
Zi > Zu 
Y z-l4=ı MN; 


(mm. mm, ... m,n,), was zu beweisen war. 


Diese Summe aber ist y 
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$.2 
Zurückführung der Bestimmung von g/z!(n) auf den Fall, wo die n 


Potenzen einer und derselben Primzahl sınd. 


Den zuletzt bewiesenen Salz III. wenden wir nun auf den Fall an. 
wo die Zahlen m,. m,. ... m, Potenzen einer und derselben Primzahl sind. 
welche in keiner der Zahlen »,. »,. ... », aufgeht. 

Aus der Bedingung: 


al) a,{/ 
3 7; 
m,Nn, m;n; 


welche sich auch so schreiben lässt: 





folgt hier von selbst, dass die andere Bedingung unseres Satzes befriedigt ist. 


denn da m, und », keinen gemeinschaftlichen Factor haben können. so müssen: 





„m; vn; 
ww on, 
ganze Zahlen sein. Demnach ist unser Satz hier anwendbar. Die wieder- 


y 


holte Anwendung dieses Satzes bielet nun ein Mittel, die allgemeine Bestim- 
mung der Summe g;7;(») zurückzuführen auf den besonderen Fall. wo die 
Grössen » Potenzen einer und derselben Primzahl sind. Es sei nämlich 


N, — A, PPıfı . 
„ 
nn, = U ni. 
- - | >» 5 % 
’ 2 ns 
N, GnPpjp'**® 


und es seien @,. €. ... @, Potenzen einer und derselben Primzahl: 


> N . * . y * " 
Potenzen einer zweiten Primzahl: z,. ys. -. . z, einer dritten u. s. f., w 


i ’ 


natürlich auch die nullte Potenz nicht ausgeschlossen ist 


Berücksichtigt man nun die gleich zu Anfang gemachte Vorausse 

(A) y(x) 
tx . . . ö . ' .. . 
— —— , so liefert der Satz 11. $. 1 unmittelbar die folg 


venüer Zerf 
N, N, 


) 
«) 
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IV. 


die mehrfachen 


j ak) 2 
„3 
| a, a, 
nm 
fi ur a, 
m mn 
a, a, 
7 
ra N, 
& # 1 br, FR 
\ I 9 
N. e (N) N, 
OR > Ai Vu 
N t N; 
Pa fr ” 2 
iJ I, 
N, 7 
u #4 Vz 
\ au 
he: OR: OR 
ne 4 ' 
D\Z Y: 
N 1 N. 
be! ‘ ’ “ 
# er 
? y u 
Kommen unter den Grössen «,. 





nullte Potenzen. d.h. Einheiten vor. so reduciren 


# 


Gaussischen Summen. 


aa h = 
Y I/ııM - 
N, (iv) 
ne 
rg q \ 
a’ (Os Os a.) x 
N, u 
a„! 
N, (») 
3 ,’ı 
N, (») 
Xu Br» Pr. I.)X 
N, \ 
DB, 
N, {p 
„da 
7ı 
n 
Yırfay + Yp) X 
n : \ 
# 
J J 2 . “r “ 
LIwnauı ’|» Ian. ./J) jı93 g2y +, 75 cet, 


ich die betreffenden Sum- 


m 


men g auf solche, in denen p einen geringeren Werth hat. so dass. wenn 


z.B. @«,=1 wäre. die 


übereinge: 








afınırnna 
Be Lil) ui) 





erste Summe 


Ss! 


auf der rechten Seite von IV. in fol- 


7 ’ 
mi 
ERE  \ 
zZ 
a,’ 
I. 
rer Primzahl ıst 
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fordert in dem Fall, dass die Grössen » alle einander gleich sind: 


n,(#) ar, 


i,» / cc; x» 
und man erhält, wenn », gleich der ungeraden Primzahl g ist: 
2rı z=pi=p 
a 2 2 7r18481 
” | En 1/1 
41) ind = ze! 
worin die Grössen s von einander unabhängig je ein vollständiges Restsystem 
nach dem Modul g zu durchlaufen haben. 
Es sei zunächst vorausgesetzt, dass die Determinante 





171 7 +. 7 
Z / 


2) D= |” 


Ip /p +. /n 
sich nicht durch g theilen lasse. 


Wir beginnen mit der Bestimmung der Summe 4% für den Fall p=2: 
in diesem Fall ist: 








un RE EEE Fa 
i Yu» Y. } a2. t "(/ıı°ı “7,39, 9 Ya:5; 
(3.) y 4 g) — 2 > e 1 
219 722 vr 
Es seien zunächst die Coefficienten /,,. 7 nicht beide durch g theil- 


bar, also etwa y,, nicht durch g theilbar; ferner nach Voraussetzung: 
D = Yyuyaz—-Yr 
nicht durch g theilbar. 
Die Summe (3.) lässt sich folgendermassen schreiben: 
eni Fuss tr) Yu! Yıs 


4) 323e! 4 u 





Nun durchläuft y,,s; gleichzeitig mit s, ein vollständiges Restsvstem nach dem 
Modul g. Es kann also in der Summe (4.) an Stelle von s, gesetzt werden 
Yn$2, und dadurch erhält die Summe (4.) folgende Form: 


ent, m 
q Wis Ir Iıı Wi? !ır er 
ir 3 . . 
5) SBe 


u 
- 


Summirt man zuerst nach s,. und beachtet, dass. was auch s. sein man 


| . . P ın r 41 . . * a ts " % 2. Ilanchl rr 
4/25, immer gleichzeitig mil s, ein vollständiges Restsystem durchlauft, so 


erhält man mi! Benutzune der Gaussischen Summe: 
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2hmı 
s q 
x q n ) TI) % 
Se \ r ‚ ıq") 
aus (D,) die Summe: 
am aa 
Yıa\.l y' q Yıi Yırdaa IAEFER 
\ ’ 19-0 


$) ‚fg-l\ 


r h ’ 
Das Symbol ( ) hat darin den Werth 41 oder —1. je nachdem A quadra- 
q 
tıscher Rest oder Nichtrest von q ist. 
Demnach ist. nach bekannten Sätzen über die quadratischen Reste: 


Ya \/ u P\ _/r,DyVorDN 


\lso haben wir 


Sind Yu. y%» beide durch q theilbar. 7, also nicht durch q theilbar, so re- 


dueirt sich die Summe g auf folgende: 


Die nach s, genommene Summe hat immer den Werth Null. ausser wenn s; 
durch g theilbar ist. in welchem Fall sie den Werth g hat. Der Werth der 
ganzen Summe ist daher q. Dieser Speeialfall ist aber gleichfalls in der 


Form (6.) enthalten. denn wenn 7, und 7» durch g theilbar sind, so ist: 


P —] uf 
D‘ Be —1\ fr 
\g e| 29 
1 0. [- 7° “ - y D na ı— . - » 
Daher ist für diesen Fall i "0 —1. woraus folgt. dass die Formel (6. 
x (1 / J 
2 


allgemein gültig ist, falls D nicht durch g theilbar ist. 


y» lhrichlet „ahlentheorit 1 Hyde 
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Man schliesst daraus auf den allgemeinen Werth der Summe: 

7» /»» . } : 'är 
‚mw \y. & VER 2 z ö Y»p / D / 
‘. pi 4,49, (/ 7 7 
\ 47 
Ir Im ++ To 
wenn die Determinante D der Coeflieienten y durch g nicht theilbar is’ 

Da die Formel (7.) für y= 1 und p - 2 bewiesen ist. so ist sie all- 
voemein bewiesen, sobald sich zeigen lässt, dass sie gültie ist unter der Vor- 
ausselzung ihrer Gültigkeit für py—-1 und p 2. 

Um diesen Nachweis zu führen. müssen zwei Fälle unterschieden werde: 

I. Es seien Yus> > - + 75, nicht alle durch g theilbar. etwa ; 
nicht durch g theilhar. Man hat dann die identische Gleichung: 

5 g 8.8 Yu, Yır 9: /ı1p? . S 
u m (rl " N) > u m [ur 
I: 7, 
worin: 
Yııda) 1 
I» E er 
4 
Da nun s,, 8, ... s, gleichzeitig mit 7.8:» Zu8:» -»-» /u8, je ein vollständiges 


Resisystem nach dem Modul g durchlaufen. so kann man die ersteren dieser 
Grössen durch die letzteren ersetzen. und man erhält: 


Zin ) 


g Mi 5, TYııdı IT’ ] Pay? 5.3 
f \ \ | \ y 2 
8.) yiıy(= SS e 
2 9er’ 
wor: 
Yxı . yıı uf  / 15 La 


Summirt man nun in Bezug auf s,. indem man beachtet, dass 


st/nRt+ "+78 
für jedes Werthsystem von &. $5» .. . s, gleichzeitig mit s, ein vollständiges 


Restsystem nach dem Modul g durchläuft, so erhält man: 


PO 
} l > we. N © 
($.xı.\? Fr er 
7 Fe \ d Yıı ww > x q 
9.) piri(q ( ? 4 — « 
/ 
Nun ist aber, wie aus bekannten Determinantensätzen leicht folgt, De 
minante der Coeflicienten y, 
D" y'rD, 
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also auch D” nicht durch q theilbar; und nach der Formel (7.), die für p—1 
als richtig vorausgesetzt ist: 
Inı PP 
Pe u m (ED ee) 
Sp N) 


Selzt man diesen Werth in (9.) ein, und beachtet die Gleichung: 


’ ap ‚pn * p- :D D 
% q Ry ser men 


so folgt aus (9.) unmittelbar die zu beweisende Formel (7.). 


! - 7 


1. Es seien Yu» Yo» =: /p» Alle durch q theilbar, die Determinante 
D dagegen immer noch durch q untheilbar. Es können dann nicht alle Grössen 
Yıs Yıas == + 1 durch q theilbar sein: also sei etwa y, durch q untheilbar. 
Man hat dann die identische Gleichung: 
NS, u 
——— si Iad 
5 z 2 Ku | Y S_ —t »+.: N y ‚$,) y N I_4 Ss URREHEUPREER 2 ‚$n) pr p 
Yusı t Yası 4 Jun zum H „ Yutı TI T TYaptp) PARLRTE 
Yıa 3 
worm: 


Fri Ye IAErEL, IRERATE 
Yıa 
Da nun, nach Voraussetzung, 7, und 7» durch g theilbar sind, 7, dagegen 


Mr 


Vord 


nicht durch q theilbar ist, man also s;, s;. ... . s, im Exponenten ersetzen kann 


durch yarss2 Yırsas > Yı2s,, SO ergiebt sich: 
eni N | \ ) ! P E A 
1) | 2193 | ’ 9,7977 ‚ar Sp ($, I Yazsz we Yıp Sp) I S> Yal s251| 
Sale v ,% 3 

fı) ı\q I { “ 
wormn: 

a x - nr Ar Mr “;r Mr Mr Ar \ 

ui "7 gr ai/ RR /la/ 2i  /[Ra/ ıl)- 


Die Summation nach s, und s, lässt sich hier unmittelbar ausführen und ergiebt 
das Resultat: 


2m En 
a YxiSeSi 
\ y 4 >’ 8 


gr > 
Fig 2 we‘ 


Bildet man nun die Determinante D” der Coefficienten Y., so folgt wie oben: 
D"' = —r?”D mod. q): 


ın 


also ist auch D” nicht durch q theilbar. wenn es D nicht ist, und die Formel 


‘.) giebt. für p— 2 als richtig vorausgesetzt: 
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nun ist aber: 


so dass auch für diesen Fall die Richtigkeit der Formel (7.) folgt. 


S. 4. 


jestimmung von glyl(g), wenn D durch g theilbar ist. 


Ist die Determinante D durch g theilbar,. so kann die Formel 7.) nicht 
mehr gültig sein. Um auch für diesen Fall zur Bestimmung unserer Summe 
zu gelangen, gehen wir wieder von dem Falle p=2 aus. Es ist also zu 


bestimmen: 





zııi | “ . 
d 7 ıı» /n / y' y' q dh FREU j Pır®ı 
8.) p (1,9) = 22e 
Yzaım Jar’ ik 
und es ist vorausgesetzt, dass 
D _— YufaYı 


durch g theilbar (etwa auch gleich Null) is. Um zunächst den einfachsten 
Fall zu erledigen, seien /,,. 7» beide durch g theilbar, folglich auch y... In 
diesem Falle hat jedes Glied der Summe den Werth 1 und demnach die ganze 


Summe den Werth 


J 


’£ " a \ \ ER 2 
(2.) Yirıd) =T: 
Ist einer der Coefficienten /,,, Y», elwa 7,, nicht durch g theilbar. so erhält man: 


2 N‘ gr > | E D ap r . A : 
“7 \ WYıı9ı T Yır®: Jırdaz Fı12/°: | 








— _— un 


x ( ' R Yır 
yly!lg) = Zxe 1 Yıı Yıı \ 


2 


und wenn man, was hier freisteht. s, durch 7,5; ersetzt, und im Exponenten 
sanze Vielfache von 2ni unterdrückt, so folgt: 


a - , 
Pr x q UOTE 
Ä { \ m any u > 
yiıys\ıÜ —— e 


l 





Die Anwendung der Gaussischen Formel auf diese Summe liefert unmittelbar 
das Resultat: 

/W# \ ( ‚ | \ u Er R a 2 3 

8) er = (AT 


Wir leiten hieraus durch Induelion die alleemeine Formel ab und be- 
weisen dieselbe dann durch den Schluss von p—1 auf p. 
Journal für Mathematik Bd. LXXIV. Heft 1. 4 
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Man bilde die Determinanten der im folgenden Schema durch die Qua- 
drate abgetheilten Grössen 


ui ai Fi © +10 01 Zi | 
Ay A Ay | As 
4 ‘3 /:P 
4 /ı 2 73 7 3p | 
ı As Ar As Ar | 
vr m in ++ Ir 


und bezeichne dieselben der Reihe nach mit 
Dr D;. D;, . . . D.. 


so da 


nn 


S: 
D, = Yıı» D, = Yıfa-Yn; oo... D,= . 

Indem man die Indices 1, 2,...p auf alle möglichen Weisen anordnet, kann 
man diese Reihe von Determinanten auf 1.2.3....p verschiedene Arten bilden. 

Der Voraussetzung nach ist D, durch g Iheilbar. Wenn nun bei allen 
möglichen Anordnungen der Indices auch sämmtliche Determinanten D,_. 
D,-2» ».. Ds, D, durch g theilbar sind, so müssen nothwendig sämmliche y 
durch q theilbar sein, denn es wird dies schon eintreten, wenn bei allen An- 
ordnungen D, und D, durch g theilbar sind. Dann aber hat jedes Glied der 
Summe den Werth 1, und der Werth der ganzen Summe redueirt sich auf gq”. 
Sind also nicht alle 7 durch g theilbar, so werden bei irgend einer Anordnung 
D,, D,_1, »-- D,,ı durch g theilbar, D, durch g nicht theilbar sein. Nehmen 
wir an, es sei die Anordnung der Indices so gewählt, dass bei keiner andern 
Anordnung % einen grösseren Werth erhalte, d.h. es sei nicht möglich, aus 
der Determinante D durch Ausstreichen von Horizontal- und Vertikalreihen, 
die sich in der Diagonale schneiden, eine Determinante von mehr als A? Ele- 
menten zu bilden, die durch g nicht theilbar ist. Unter dieser Voraussetzung 
erhalten wir für unsere Summe folgende Formel: 


Yu a) Yı D ... Yıip 
Be \ Fan, 2» . . . - \ 7) af ur 2p—k 
ne IC Ber EC ur 


/ı 19 / p? ’ Ypp 
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(D 
ur | 


In den beiden besonderen Fällen, wo p=2 oder k=p ist. haben wir die 
Richtigkeit dieser Formel schon nachgewiesen. 


Auch für k=0 bleibt diese Formel noch richtig, wenn wir unter D, 


die Einheit verstehen. 

Um durch den Schluss von p—1 auf p die Richtigkeit dieser Formel 
darzuthun, schicke ich folgende Bemerkung voraus. Zur Bildung der Deter- 
minante D, war eine gewisse Anordnung der Indices erforderlich. Hat man 
aber die Indices k+1,. k+?2, ... p, dieser Forderung gemäss festgesetzt, so 
ist die Anordnung der Indices 1. 2,... k auf D, ohne Einfluss und kann 
daher noch beliebig gewählt werden. Auch die Indices k+1. k+2, ...p 
können unter sich beliebig vertauscht werden. Nur die Abtheilung der 
Indices in zwei Gruppen ist im Allgemeinen eine gegebene, wenn auch unter 
Umständen auf mehrfache Art. 

Um unsern Beweis zu führen. müssen nun wieder zwei Fälle unter- 
schieden werden: 

I. Es seien nicht alle Yı> Yars5 - - - Zu durch g theilbar, etwa yı 
nicht theilbar. 

Man setzt genau wie oben: 





) ) F N > I > | ... | ER a i 
rd I u D u 2 VYıdı Tr Y 2 Ss, ' Yıp Sp» ET a 4 \ mr a >. 
ng Aa / P7i S, $; — jr a ae u Pr fi Y Sy S7 b) 
ı ’ıı . 2 


worin wieder: 
 _ Yufea—fınfın 


A) 


Fr 





Setzt man, was freisteht: 7,18» YuS3»- us, an die Stelle von s,, 85,...8,, 
so geht die Summe über in folgende: 





eni £ | \2 & a \ 
j \/ ' gm ($, + Yır + YıpS$p) > Zu N Ss, Sı( 
A f Sue a) 2 2 
ynd= 23 e 
$15 Say... Sp 
worin 
Ya = YuYufan7ıYn): 


und indem man die Summation nach s, ausführt: 





Ani PP 
g-ı\ —— N 3 y,85,8 
) nn DE) ai WE A ar Ge 
(6.) girılq) = se) vg St 


Man bilde nun nach dem Schema (4.) die Delerminanten 
Dr 


p- 


aus den Grössen y,,, so dass D, =y. wird. 
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Die Anwendung einfacher Determinantensätze liefert dann ganz wie 
in $. 3 die Relationen: 
/ / ze 29—3 
D - ‘ D,; 


I 
D,_: —— yıı ” D,-ı; 
e) ID = yDa, 


ıD\ en a D, 


D, =YuD:- 


Diese Relationen zeigen, dass die Determinanten D,; und D;_, gleichzeitig durch 
y theilbar oder untheilbar sind. Eine Aenderung in der Anordnung der In- 
dices, durch welche das erste durch g untheilbare D,_, in der Reihe (7.) 
weiter hinauf gerückt würde, müsste auch das entsprechende D, weiter hin- 
aufrücken, was der Voraussetzung nach nicht möglich ist. Wir können daher 
die auf der rechten Seite von (6.) vorkommende Summe bilden nach der für 
den Fall p—1 als richlig vorausgesetzten Formel (5.) und erhalten: 


2p- k l 


# El 3 WER ı men p—k—1 
Fi U -) iR 2 / y ? / ) 
P71(q) = (2 5 rer r ! ‚qq 


Nun ist aber: 


A - 


woraus sich die Richtigkeit der Formel (5.) ergiebt, auch für den Fall, dass 


k den Werth 1 hat. 
Il. Ganz ähnlich ist der Beweis für den zweiten Fall, wo sämmtliche 


Grössen Yı>» Ya» » + - u durch g theilbar sind. Es können dann, da D, 
durch q untheilbar sein soll, nicht alle Y12, 713» --- /, durch q theilbar sein, 


und wir können annehmen, es sei /,, nicht durch g theilbar. 
Dieselbe Transformation wie im zweiten Fall von 8.3 führt zu fol- 


oendem Ausdruck der Summe: 


st 
> < . | | u | : 
—7:TY39%T° TYıpSp)\S PYor er? + Y2p Sp) + u wu YriSx I 
( Il MN= y e q > 3 
f U y \ 7 Pz er r 9 
Sy Sp Sp 
worin: 
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Die Summation nach s, und s, liefert die Gleichung: 


If . z 
yoyi)=g42 e 
ag ’»+° p 


Bildet man wieder nach dem Schema /4.) die Determinanten: 


D,, D., ... D,.. 
aus den Grössen y,,, so folgen leicht die Congruenzen: 
AH .. ar“ P 6 
D,-. - 2 D.. 
mp8 
D, > yı D 1 9 
J ! ) 
(8.) Da = -Ya Da (mod. g). 
Bi Ya D; 
D, = -D., 


welche zeigen, dass D, , mit D, gleichzeitig durch g theilbar oder untheil- 
bar ist. 
Wenn wir also die Formel (5.) für p—2 als richtig vorausselzen. 


so folgt: 


Nun ist aber: 











I\_/-—ye D —1\/D\ 
a ru ne 10) 


und 


woraus auch in diesem Falle die Richtigkeit der Formel (5.) folgt. 

Die hier gemachte Voraussetzung über die Theilbarkeit der Coefficienten 
y schliesst die Möglichkeit =1 aus, für k=2 wird 2% —6 negaliv. so dass 
die obige Schlussweise nicht direct anwendbar ist. Man erhält aber. da in 


diesem Fall sämmtliche z,; durch g theilbar sein müssen, a |y!(q) = q’”'. was 
auch in unserer allgemeinen Formel (5.) enthalten ist, da jetzt 


> 4 


(=&) Li ( 2 ) a 
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$.5. 


Bestimmung von @ly}(n, ‚Nn,,...N,), WENN 9, %,, ... 2, verschiedene 
Potenzen von einer und derselben ungeraden Primzahl sind. 


Bedeutet q irgend eine ungerade Primzahl, r,, r,, ... r, Zahlen, die 
entweder gleich 1 oder gleich q sind, A, Ay, ... A, irgend welche positive 
ganze Zahlen, so muss jetzt: 


‚@) (P) 
l . . . / l 


- 
J 


> 
> 


‚(2) a,(P) 
2 br) . u . f} 2 


\ | 2“ 1 „%k Ik, 2ı 
1.) gi REN) 
| „0 


———, 
> 
Nas 
) 
> 


a,(2) a,(P) | 
/Z:’ 5 e ER 


bestimmt werden, zunächst unter der Voraussetzung, dass die Determinante D 
der Grössen y durch g nicht theilbar sei. Zu dieser Bestimmung führt ein 
Verfahren, welches dem von Gauss (l. ec.) angewandten ganz analog ist. 

Nach der allgemeinen Voraussetzung über die Coefficienten 7 haben 
wir die Relation: 





„Ch ) A (i ) 

(2 di en N} 

R.) =. 
q 12 r; q 'rı 


Br Ch . 


Setzen wir also: 
(3.) f(sı; 53% A 8,) == 6181813 
ı ı 
so wird unsere Summe (1.): 


f 2, ‚ff « oO; ... s 
a) 2 fe), 
919 99 oe 


P 


worin die Summalionsbuchstaben s,. 5. ... s, vollständige Restsysteme zu 


» 9% 9r 2% 
durchlaufen haben resp. nach den Moduln: g"r,, gr, ... q ”r,. Aus (2.) 








. . . . . ’ u 4 
folgen die Relationen, indem man beiderseits mit q° ” multiplieirt: 
yÜ) yı ce) ci‘) 
’. i ı D 2 
(9.) R—k ae Te a 
q i Ah r, q h i r) r; 7 
worin: 
(h) z(i) 
’p (h) —_ Y Gi) __ Y} 
(6.) A c), a 
q [3 h g Rh q 


Es lässt sich daraus leicht schliessen, dass e”’ und e{” ganze Zahlen sind. Ist 
. ın r an N . - » 1G h " h ı i u 4 
nämlich zunächst A, = h,, so ist (= yl, = y/?, also beide ganze Zahlen. 


Ist dagegen A, > Ä,, so ist ec” eine durch q theilbare ganze Zahl. nämlich: 
ns 


A }, ff 
h, also: ei ’—= — ch? 
- 


0). 2,80) 4 u 
P=yPg ebenfalls eine ganze Zahl, dar, —=1 oder =g 
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ist. also jedenfalls in c;? aufgeht. Es mögen nun A,, %,,... 4, beliebige 


ganze Zahlen bedeuten, und man bilde nach dem Vorgang von Gauss die Summe: 


(T.) By erriflh r g" „A 0, rg", An On? „gl }; 


\ 
01, 0» + @p 


indem man 





o, ein vollständiges Restsystem (mod. g"), 
% - - - (mod. g"), 
A 
_ _ _ l 
0, (mod. gq 


durchlaufen lässt. 
Die Function f, die hier im Exponenten steht, nimmt entwickelt fol- 


sende Form an: 
(Ay, Ans... ,)+(pırı d"f(A)+errg"f'(A,) a 6) 

+floırı » &rgQ", +9,74) P) 

Beachtet man nun, dass: 
kık 
Car;r,q *% Bon cr, u (ü r, 

eine ganze Zahl ist, so folgt, dass auch: 

fang", org, ...9rgQ®) 'r) 
eine ganze Zahl ist, dass also dieser Theil im Exponenten der Summe (7. 
unterdrückt werden kann. Der erste Theil f(A,, 4, ... 4,) ist von den 
Summationsbuchstaben unabhängig, so dass man die Summe (7.) folgender- 


massen schreiben kann: 


(8.) errifch,, h,, An) B; gi gr, fa )+o,r ‚g"f'(A,) | - 0, "» grf'(A, \ 


01, Day. OD 





j 
Nun ist aber 
rt! 7 1. 42 re Y 
at Tr) 
gg" 
f h 2 Da 1y®04, 4. ylP)A,) 
a a) = SE, 
(9) % iu 
(p) 
2( yohı- #/ Sa miiide 3 / Abe IE 
. kuf'/? as 2 1 ı/Pp 
ne) = u; air 
q#P 


und demnach hat die Summe (8.), die sich in das Produet von p einfachen geo- 
metrischen Reihen auflösen lässt, immer dann den Werth Null, wenn nicht gleich- 
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zeitig 
/.,(D3 (2)3 y(P)7 Ei k, 
IR Yı'ıhıtyı ht’ ryr A.) = hıq » 
10 2 (y3 4,4 YVlat | ya.) - h, 4, 
„,‚() 91.1. kı, 
2 (YrhıtYr A HyYP’A,) hg”, 
worin ZA, As, ... h, ganze Zahlen sind. In diesem einen Fall hat die Summe 
8.) den Werth: 
2nif Ku 2 ee 
(11. A har A) t k, | | hp 


Es lässt sich aber nachweisen, dass unter der Voraussetzung der Un- 
theilbarkeit der Determinante D durch die ungerade Primzahl g die Bedingung 
10.) nur dann erfüllt sein kann, wenn gleichzeitig 4, durch g", 4, durch g“, ... 
durch gr theilbar sind. 

Mit Rücksicht auf die Relationen (6.) lässt sich nämlich das System (10.) 


h, 


[olgendermassen schreiben 


| 22V + ht + eg "r = h; 
a  E (2) „ka 3 (Mr . — 
(12.) 2 22 q ht © q hr’-+ 6; q P hof nt h, 
2 Er t+ + +ePg’riı = h 
‚Ce q 17T p q ne \ In} u. p° 
Die Grössen h,, A,,...h, sind also in der That ganze Zahlen, wenn 4, durch 
g", 4, durch g", ),, durch gr theilbar sind. Um aber zu zeigen, dass 


dies auch die nothwendige Bedingung ist. löse man das System (12.) nach 


den Grössen "A, Q "A, ... g’rh, auf. Die Auflösungen haben als ge- 


meinschaltlichen Nenner die Pe Determinante der, Grössen ce’. Diese De- 
terminante ist aber, wie aus (6.) hervorgeht, der Determinante D der Grössen 
y“ gleich, also durch g nicht theilbar. Da nun aber die Grössen "A, g"h,,... 
q '?A, keine anderen Nenner als Potenzen von q haben können, so müssen 
dieselben ganze Zahlen sein. 

Fassen wir also das hiermit Bewiesene kurz zusammen, so folgt, dass 
die Summe (8.) nur dann einen von Null verschiedenen Werth hat, wenn: 


‘ 


42% \ 2 k, 2’ 2 —_ gr’ 2 —_ gain r' 
(13.) Aı=g'h, Ah=qg hy a . . . hn, = Php; 


worin A, Aa, ... 4, wieder ganze Zahlen sind, und dass die Summe in diesem 


Fall den Werth (11.) hat. 


Wenn nun o, ein vollständiges Restsystem nach dem Modul g“, 4, ein 


St 


vollständiges Restsystem nach dem Modul r,g“ durchläuft, so durchläuft 
a h; u£ dr, g“ 








nimmt s. 
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denn zunächst 


ein vollständiges Restsvstem nach dem Modul ng‘ 
verade r,g“' Werthe an, von diesen können aber keine zwei congruent sein 
nach dem Modul r,g". Denn ist 


,t+o,rq‘ Dr,‘ mod. r,q 


mod. r,g" 


so folgt: 
4 
folglich 
), Be 
daraus weiter 
0, Q, mod. g" . 
also auch 
n, en „ i 
Wir erhalten demnach für die gesuchte Summe 1.) folgenden Ausdruck: 
f 
\ PiFiihMı, Mas... N,, 
14.) ı- A y ‚znif(h, org", h, Br /. O,r,q 
aa u. A, De» 


y 
R — . 
Ayyhay re An 4. Das se J 

# “) 


’ 


Nach dem soeben bewiesenen Satze fallen aber in der auf 3,. 7 
züglichen Summe alle die Glieder heraus. in denen nicht i, von der Form 


g"h, ist. Setzt man also: 
= Muri 
so muss. damit man alle Werthe von , erhalte. 
)„, ein vollständiges Restsvstem mod.r 
, - _ - mod.q 
14.) haben dann aber nur die Glieder einen von 
ist. Diese Glieder haben 


In der Summe 
—=() (mod. g® 


durchlaufen. 
14.) auf foleende Summe 


Null verschiedenen Werth, in denen #, 


den Werth (11.). Demnach redueirt sich 
# ’ LEINE i Iriflahh . a) / 
f- » \ a; BR © t) ı \ N j { ” 4 { .. . 
(15.) piyilm,m,...n,.)=g ey 
worin 4, da. ), vollständige Restsysteme durchlaufen, resp. nach den 
Moduln r,, nz. ... r,. 
Nun ist aber: 
FA Qi... gri)=3:cıg = n 
die (rl nz 15 


J emnach lässt sich nach der Definition der Funetion « « 
Und demnach lässt h nach der Definit ler Fun 


folgendermassen schreiben: 
Bd. LXXIV. H 


.y 
#. I» 
Lim 


Journal für Mathema 
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(1) a,(?) a,\/) 
a ei ui 5 
| u) „,0® Ar | 


f " rg Tıy..-Q er ; 


1) „,) ,(P) 
. —ERIET 4 
16. 

(1) ‚(?) ‚(p) 

i 

(] p 

a | ci - C\ ” rg c' | ’ 

| rg : - Ye ....%. F . 
1 f Ba MAUTELE F.; 


(1) (2) (p) 
I er a 
C, , p ’ €; 


Die Grössen r,. 73, ... r, sind nun aber zum Theil gleich 1, zum Theil gleich 


f ’ 


y. Nehmen wir an, um die Formel in explieiter Form zu erhalten, es sei: 


", > De EEE Fi. nn ’B N",+1 en g I N, — 1, 


so lässt sich, wie aus der Bedeutung von g sofort hervorgeht, für (16.) end- 


lich schreiben: 


En. a,(P) 
PETERS a 
\ (1) a,(2) 0) | 
KE /- ) ) 2 2 
Y q 4 1° g’ q E gr) 
4 
(1) a,(2) „,(P) 
‚a - PEFRFTT er 
=. 
cr, es ei 
u iR |, Gy 0... © | \ 
Ba g“ vr 'p f | VE VB ... 4): 
(1) (v) 


A 
Mit Anwendung der Relationen (5.) folgt leicht die Congruenz 
18.) Er zt0' 0.0). Zt... cl? mod. g), 
woraus sich ergiebt, dass die Determinante 
ea 
nicht durch q theilbar sein kann, wenn es, wie vorausgesetzt, die Determinante 


D nicht ist. Demnach ist die auf der linken Seite von (17.) vorkommende 


p-Funclion nach $.3 zu bestimmen. 








Weber, über die mehrfachen Gaussischen Summen. 35 


S. 6. 
jestimmung von Piy)(n,n,...n), wenn n eine ungerade Zahl und D 
relativ prım zu n ist. 
Wir wenden nun die gewonnenen Resultate an auf den Fall, wo in 
der Function 
! 


© / \ 


die Grössen 2,, %,, ... n, alle einander gleich und gleich der ungeraden 
Zahl » sind, während die Determinante D der Grössen y mit » keinen ge- 
meinschaftlichen Factor hat. Dieser Fall führt zu einer sehr eleganten Schluss- 
formel. Nach unsern allgemeinen Voraussetzungen muss hier: 


a,(%) y\H) — 

/ zZ 2 
sein. Setzen wir ferner 

Eee 


worin u, v, 77, ... Potenzen von ungeraden, von einander verschiedenen. 
Primzahlen sind. so wird nach dem Satze des $. 2: 
ta. 5; in 3 


Be 
\ 1). (37 v).% [24 A 





Die Determinanten der auf der rechten Seite stehenden „-Funclionen sind: 


u 5 


u v' zu 


‘ 


4 
Sa 
also resp. zu u, v, 7, ... relativ prim. 
Die Anwendung von Jacobis Erweiterung des Legendreschen Symbols 
gestattet eine einfache Ausdrucksweise der in (1.) vorkommenden g-Functionen. 
Die Formel (16.) des vorigen Paragraphen, in welcher nun die Grössen 


hı, Aa, ... Ak, und ebenso r,, r;, ... r, alle gleich zu setzen sind. nämlich: 


q' r, en. q "pr, RER gg r_ = U, 
ergiebt zunächst das Resultat: 
’ n I we! „DL —— - 
2. f I A —— ? . 7 Az 
\ 'u ‘ 
wenn man nämlich berücksichtigt. dass 


qgFr—i1 r—1 
A EI un 2 mod. 4). 


- 


7 * » bi ” y “ 
und dass ne) immer den Werth —1 hat. wenn ı eine serade Potenz einer 
U / 


ungeraden Primzahl ist. 
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Die Formel (2.) hat man nun auf alle Factoren der rechten Seite 


von (1.) anzuwenden. Es ist aber: 


2 Den, 


ferner: 


np‘ nr nt’ 
uf v’ TU» 
u v TU 


2 FI (@ Y.J-- 
ET i 


(u—1 v—I u—l r— vl n—I 


irrt] 





== i 
nach dem Reeciprocitälsgesetz der quadratischen Reste. 


Endlich hat man noch: 








ln le har 
\ WE leer 
. a ehe) 
PORN: MOEna | a a a 
(1, v1, s 1, n— 1\? 
a ae ae 5 a ı ( u} mod. 4 


und mit Berücksichtieung der Relationen /3.). (4.). (5.) ergiebt sich aus (1.) 
> je) h / \ ) \ , > 


und (2.): 


(6.) Yiyıln) = \ZJ8 n“. 


. v = 
Bestimmung von gly)(g',g’»...qP), wenn die Determinante der y durch 
q theilbar ist. 


Um die Function g 7)", ®2....»,) in allen Fällen bestimmen zu können, 
in denen %,, mM, ».. », ungerade Zahlen sind, hat man nur noch die Kennt- 
niss von g|y\(Q’, g°.... gr) nölhig auch für den Fall. wo die Determinante D 
der Grössen 7 durch die ungerade Primzahl q theilbar ist. 


Wir beginnen die Untersuchung mit dem Fall y=2, suchen also den 


Werth der Summe zu finden: 





DR En 
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(1 127 1) ) 

. u Ss / S Ss ./8 - Ss B.# 

BR: : PP ei, nn so | Zu u 

\yı9 /ı Be a x q q 

. ( \ ( [ ( J -— ( ® 
\ 1 [ nu 1) 4 ) \ ] ) ] J/ | 
se 


wo nach unserer allgemeinen Voraussetzung: 


und 
3 D u my -Y u g D'. 


Jd 


wenn D’ nicht mehr durch g theilbar ist. s,. s,; haben in der Summe (1.) voll- 


/ 


ständige Restsysteme zu durchlaufen, resp. nach den Moduln g", g°. 
Zunächst bemerken wir, dass man bei Bestimmung der Summe (1. 


annehmen darf, einer der Coefficienten zj. y’, etwa yi’ sei durch g nich! 


theilbar. Denn ist sowohl yj als 75°” durch g theilbar, so folgt aus (3.), dass 
„‚(1) 


entweder 7’ oder y5” durch g theilbar sein muss. Es seien also y}' und 7, 


durch g theilbar; dann geht die Summe (1.) in folgende über: 








/ „‚(1) aA!) N 
’ı ’ı ww 
‚MN—s- - 8, )$, | 

Zniıyg ' Da di De + y®)s,)s, r n 

A . gi i cu Fa, Bu vn u (4 / 
‚ N " ’ n 
4.) que a’), 
En eh ur; \ 
729 4: 


wo in der Summe linker Hand s, nur noch ein vollständiges Restsystem nach 
dem Modul g°”" zu durchlaufen hat. Dieses Reductionsverfahren kann nun 
fortgesetzt angewandt werden. bis im Exponenten der Coefficient von s, oder 
der von s, oder endlich die Determinante der Coeffieienten durch gq nicht mehr 


theilbar ist. Stösst man auf den letzteren Umstand. so ist zur Bestimmung der 


1/3 


Summe das Verfahren des $.5 anzuwenden: im andern Fall erhält man ein: 


Summe von der Form (1.). in der yj’ oder 7‘ nicht durch g theilbar is! 
| 
( 


Es sei also jetzt ;;’ durch g untheilbar. Der Summe (1.) kann dann di 


Form gegeben werden: 


} \ N j N ‘ D's? N 
mi ! ” ’ 22 .. I \ 
). Y ya Si Se ui Ace, 
Ersetzt man hierin. was wegen der Untheilbarkeit von zı' durch g freisteh 


s;, durch ;} 's,;. so wird die Summe: 


e 


y' 


6. giy\iq,q — 
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« 


Nun hat 


ADfa 1.423. \° 
Str 





den Werth 








Ferner hat die Summe 
‚„„\ıDD's: 
Dayi Ilm - — 


= al? 
Se 1 


den Werth 





geri—1 
any! ' ur | 








( 
wenn ©, oder den Werth g“, wenn 7 >/, ist. Man erhält demnach für | 
die gesuchte Summe folgenden Werth: 

ht PR; nie. 
„() (2) -) + — 
“a \ \7ı ’ jı rl ir r Pf ZZANN - IN 2 I+httT 
s f p 2,0 2,(2) \q 2 q ) ie er ge gem? 19 b) 
#29 /: 
wen <<}, 
lit A 
Rh a,(2) + I)\ (I) 
-h \ \yı ’ ‘ı u 1 1. ge \+ 2 A 
) ( 1 - an — ” 
4 FT) ,n „oal\d :q / gq' y® q 4 ) 
FE 
wenn r > |; 


für den Fall «=[1, geben beide Formeln dasselbe Resultat. 


Da man schon in dem besonderen Fall p=2 nicht zu einer alle Fälle 
umfassenden Endformel gelangt. so wird man nicht erwarten dürfen, ohne 
eine äusserst complieirte Unterscheidung vieler verschiedener Möglichkeiten 
im allgemeinen Fall eine entwickelte Endformel zu erhalten. Man wird sich 
daher damit begnügen müssen, einen Weg zu finden, auf dem der Werth der 





*) Die auffallende Unsymmetrie, welche diese Formel in Bezug auf !, und I, 
zeigt, erklärt sich aus dem Umstand, dass y() und y@® nur dann beide durch q un- 
theilbar sein können, während D durch q theilbar ist, wenn /, und /, einander gleich 
sind, denn sonst muss stets eine der Grössen y(?), yD durch q theilbar sein. In der 
Formel (7°.) ıst auch der Fall D=0 enthalten. 





% 


5 ur Be, EN \ Em 1; 9 £ + e. 
a ae ee Rn dA Fee => 
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fraglichen Summe in jedem Fall gewonnen werden kann, indem nachgewiesen 
wird, wie man die p fache Summe finden kann, vorausgesetzt, dass man die 
p—1fachen und p—2 fachen entsprechend gebildeten Summen kennt. Da man 
die einfache und zweifache Summe kennt, so kann man dann immer die all- 
semeine Summe finden. 

Man kann in der allgemeinen Function 


a,(l) „,(2) a,(P) \ 
ww 9 ‚.,» a ji 
As) 6%) a,(P) 
"2 u Da € Bl Se ZI Een ; Wr Be 
p (4 u 
Be ‚(2 „,(p) | 


ar Rı ++ m 
annehmen, es seien nicht alle 7 einer und derselben Horizontalreihe durch 
y theilbar, denn sind z.B. die Grössen yı', yı', ... yi alle durch q theil- 


bar, so ist, wie schon in der Einleitung gezeigt wurde: 


as My +.» Fi 


| \ 6%) Br 
J . 2 by) . . . > z z / / \ 
a f EEE ; 
’ ’ \ 
63) 2 N 
/ U ’ /] I #ı 
(8 ) (1) (2) (p) 
ve 7 /ı i dı | 
EP og . 
q q q 


Ar P a . 7 ] 
—= d4-f\/29 429 2 E, 4 ‚G’,...qP), 


nn 
. 
[ 
* 
. 
u 
- 
a 


„U „@ ‚(p) 
N ip b) / p h] ” R ® f] p 


und diese Formel lässt sich so oft anwenden, bis nicht mehr alle in einer 
Horizontalreihe stehenden Coeffieienten durch q theilbar sind. 


. 


Es sind bei der Reduction der Funclion g nun zwei Fälle zu unter- 


scheiden. 
I. Die Grössen yt’, 72”, yy’ sind nicht alle durch g theilbar, 
etwa yı’ durch q untheilbar: 
Setzt man, wie früher: 
m. N 
\ Bid a rn x zrrıf(s PR PO 7 
9.) nid.) _ Se u“ 
worin: 
Pr TE 22 0,8,8. 
PA I 
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so lässt sich f auf folgende Form bringen: 
(ls, .. he Be y(P)s,) BG pi=p 


- y Pf . Tu ‘da b BC i PF “ _ y 2 = s_ 
(11.) fisı; 2)» 0), ” yDglı 1 I =, Cr 82815 








worin: 











„r ne Ca C; u C) 
Ca >= z e 
A 
„{A)() __ (0) Be Hl) AL) 2:.41).48) 
PER ‘x ‘il vr /ı li Yı Yi Yy\ 
z Ey I 
‚ı q yı q ’ 


Wenn man nun im Exponenten, was freisteht, 5, 8. ... s, resp. durch 


in ir .. 8,Yı erselzt, so geht mittelst dieser Transformation die 


Formel (11.) in folgende über: 
1u\ 
7 


a oe 
AL Kan 2 











’ Aa A u) | (P)e N? 
z K\ ne S, + + — yı: Ss p | 
(12.) , ’ı u ' -y\ 2 ‘ P? > a N Da 
IR.) mi u DSB II ER 
=) s > > 
— Bi e 1 e u x D) 
\ Sy Say or» °p 
worin: 
MORg Ay) — (1), (#)) yo I YD — U see) 
43, se _ Y, er Feng; mn) 
(410. rn T. .. T, 
qy* ’ 


Führt man in der Formel (12.) die Summation nach s, aus, so folgt: 
GR E ’ 
a - (2 - 7 niN N cs, $; 
1 E. ye !, 3 e 2 2 
.r ‘p 


Ist also y\’ durch g untheilbar, so hat man die Reductionsformel: 
a, 2,(?) 2,(7) 
fi 1 “ . 9 . . . / l 





\.o a,( 2) r 
ey €, / ge 
. Sa »q g! 
n / 0 „l2) „,(P) 
(15 /iP’ >? ‚.?> vv 
| 1 Ya, var 
2 ? . . . / > ’ 
Wr Re (g',... ge) 
wa WERE nn regen 
' „,(2)' r,(p)’ 
Me * _ 
worin: 
f \ saw ET 5 RUN, 
(16. x = \jr jı u Yı F 


Die Determinante D’ der Coefficienten y\” ist: 
saw ‘. 2n—3 
(17.) D = ym' D 


so dass hinsichtlich der Theilbarkeit der Determinante durch q für beide p- 


2 


Funetionen in (15.) dasselbe gilt. 





N 


DEU ET » = 2 Er 
’ er BE Fu 


Hr“ 


" 
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7 . « “en N er l Pr ) ” n u . r m. 
II. Wenn die Grössen yı’, yi’, ... y;"’ alle durch q theilbar sind, 


so muss nothwendig wenigstens eine der Determinanten 


nr) aA) __ A) (2) 


“ Ih en Fi 
durch g untheilbar sein, wenn nicht alle in einer Horizontalreihe stehenden y durch 
q theilbar sind. Wären nämlich alle 7 und gleichzeitig alle yy\ —y\ yi” 


durch q theilbar, so müsste auch von den beiden Grössen y\”, z\” nothwendig 


eine durch g theilbar sein, was auch z, 4 sein mögen. Nun ist aber: 


„,(4) I,—1,.,.(%) 
Yx - q B4 ” 2 < 
Ist also keiner der Exponenten /,, b,.../, grösser als /,, so folgt aus dieser 
Annahme, dass 
„() „‚@) ‚(p) 
1 z &) f] X 2 . . . / pr 


durch g theilbar sind, gegen die Voraussetzung. dass die y einer Horizontal- 
reihe mittelst der Reductionsformel (8.) von gemeinschaftlichen Factoren q be- 
freit seien. 

Nehmen wir also an, es sei 


) 


2) _ AAN) 


Ki a 
di . ann 773 

nicht durch q theilbar, so folgt zunächst, dass /, =/, sein muss, weil sonst! 
eine der Grössen yj’, y%’ durch g theilbar wäre, mithin ist auch 


m —.' 120 
1 ar 


/ 

durch q untheilbar. 
Es müssen nun in der quadratischen Form im Exponenten die Ver- 
änderlichen s,. s; abgesondert werden. Dies geschieht durch folgende Trans- 


formation. Man setze zur Abkürzung: 


4 (1 ) ä 
ML ) m „I, _AUD5R), 
x /ı in 
18 \ 00) a AN. „AN AR 
U. Mn v2 4 /2 /ı9 
| (1).,02) (2).,0ı) 
N) er A a ar 
12 ‘ = 4: 


Dann hat man folgende identische Gleichung: 











y z (1) l ) (2) 
I $ a „» 2; I, +, 4, \ a A: S, 10,5 
= (18,851 — I, Se Er: ee Ale er < ; ($: no: — 
36 q 2. q a 
(1) j (1) (?2) s (} 
419 \ J f 2,2) (s f Ö; S, u Ö, Sp\ [ Ö; S, EB %) $ \ 
u Er | . m Ss»— "An A 
/ ı gi: TE Ö, \ er F : 
BE 
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wenn 
(x) ne „(2) IQ nd —_ DIN _ 0) 5% 
(20 \ ce Ki. YY e 1 P Y I0) Er Do, öl pr ) 
N | Ber T; . ee 
g’0. g4”0, 











gesetzt wird. 
Da nun der Voraussetzung gemäss d,, durch g nicht theilbar ist, so 
kann man im Exponenten der Summe 
35 845 ... 5, ersetzen durch di.8, OS, -.. O18,. 

Ferner kann man 

sto'’s+ + +0Ws, durch s,, 

2+0P + -+0%s, durch 8 
erselzen, wenn man die Summationen nach s,, s, zuerst ausgeführt annimmt, 
da diese Grössen gleichzeitig vollständige Restsysteme nach dem Modul g' 
durchlaufen. 


Demnach erhält man: 





Di + Ns, +rYs, P ı, 
2mi > + A, r - ni Neuss 
| r . 3 3 
(21.) f zu gq", g’, ... gr) oe P.: e 1" & e ‚ 
91993 93, p 


worin 

(z) $ (1) )__ yY (2) 
Yı ir —yj Ö, Y4 Ö, , 
ip 


| (2) 5 Be. 1) yd_ „rg 
22.) ca=0d% he ae er Br u 
g° q 
In der Formel (21.) kann man nun die Summalion nach s,, 5, aus- 


führen nach den Vorschriften des $.6, und man a 
Er ’ P E zZ 
3 2 PIPPI IHEFE} 
so)‘ hast I, I, n ee ”’ 3 
23.) nd. gr) = ) ze 


>35 ... ’p 


)- ee. re 


BT 


ee also die Grössen yı', 72, ... yi’’ alle durch g theilbar sind, dagegen 


‘> nicht durch g theilbar ist, woraus folgt, dass /, = /, sein muss, 











Es ist aber 





also 





) 


a ee 
gi Y - vı 2 
so hat man die Reductionsformel: 
aA!) aA: a,(P) 
sAE—ı—E En ar m) „,(PI’ı 
er „,(2) a,(p / |‘ Bine +s 73 | 
6 \ Ü Ei y /?2 B Zi I, rn I, l 
(24.) Y \ (q", q°, ..gP)=g'p ' . . . '(q BET 48 
. . . . . |, (377 „,(p)' 
(1) „,(2) PR Yp Pe ip 


/Pp - fi p be) a. Ü p 





x . k , & z > 2 a ar 4. bau , 
’ u: E RE REEL RAR EEE ; 


eg 


‘ 


Weber, über die mehrfachen Gaussischen Summen. 13 


worin 
25.) AIR), 
Auch hier ist, wie leicht zu erkennen, die Determinante der y) und der y" 
gleichzeitig durch g theilbar und untheilbar, denn bezeichnet man mit D’ die 
Determinante der z7{”, so folgt leicht 
D' = daD. 


Bei jeder weiteren Reduction der Y-Functionen auf der rechten Seite der 
Formeln (15.) oder (24.) sind dann wieder die verschiedenen Fälle zu unter- 
scheiden, und darauf beruht die Schwierigkeit. zu einer alle Fälle umfassenden 
Endformel zu gelangen. Es sind aber im Bisherigen die Mittel enthalten. die 


n,) in allen Fällen zu bestimmen, in denen die 


| } 


Function g|y|(nı.» m»... 
N» My... n, sämmtlich ungerade Zahlen sind, und es bleibt nur der eine 


Fall zu erledigen, wo n,. %,, ... », Potenzen von 2 sind. 


S. 8. 
ol 9 
Bestimmung von /yr!(2,2°,...2). 


Um zunächst den einfachsten Fall zu erledigen, sei / =1, dann ist 








FE „,‚e) 
2nistıy\! » de p\ 
n „,‚3) .,08) „,(3) 
\ / \ 29/3 9 ++. Yyr 
1.) ylyl(Q,2%,..27)=3e ° gl j ir \(2b,...2). 
4 a,(Pp) we 
23/3 3***"/p 


Diese Summe hat aber den Werth Null, falls 7i nicht durch 2 theilbar ist. 
Ist „{'’ durch 2 theilbar, so erhält man: 


„ID 0) ON 


Su ; in : . AD .,(2) 
| Io, m, .) YO . \‘ 2943) /ı | 
(2.) f d nn ) e 4 „Pe JE 24 . (9%, 2, 
20 \ |.) a,(P) on 
ap) „P) „,(P)} in hau > 


iz i DB ; 

Der Fall, wo in der Function p '|y (2%, 2°,...2’r) einer der Exponenten 
sd, ...L,, etwa /, den Werth 1 hat, ist damit vollständig erledigt; die 
Summe hat den Werth Null, wenn das entsprechende 7” ungerade ist. Ist da- 
gegen y{”’ gerade, so redueirt sich die Summe auf eine mit 2 multiplieirte ein- 


fachere Summe derselben Art. 
6* 
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Es ist also nur noch die Summe zu bestimmen: 
plyı (Ar, 2erz,... 2% r,)» 
worin Ay, ha, ... k, grösser als Null sind, und die r,, rz,.... r, die Werthe 
I oder 2 haben. Die Untersuchung soll auch hier wieder zunächst unter der 
Voraussetzung durchgeführt werden, dass die Determinante D der Coefficienten 
eine ungerade Zahl ist. Man kann in diesem Falle, ganz ähnlich wie in 


/ 
$. 5 geschehen ist, nach dem Vorgang von Gauss verfahren. 








Man setze 


3.) fly 83...) = == 648,815 


(h) (i) 
Y 


(4.) C;,, =. £ 


2k; . 2k ’ 
rn, hr, 





und daraus folgt: 








(h) (i) (h (i) 

(5 Yi ven Hh _& 4 ch 
\ .) a . ne a 
2 D h Y; 3 h ir, i h 


Wie in 8.5 schliesst man auch hier, dass c'”, c{?” ganze Zahlen sein müssen. 
« ) ı 3 ı 


Man kann nun wieder wie dort setzen: 
PABA)YL? Q2k, 2k), 
lyı2trn, 2", ...2Pr,) 


) 


(6.) I zz eltern, +0,72, 2. Ap+ prp2'P) 


Ayka kp 01,02-*Qp 


> 


worin die Summe zu erstrecken ist: 
für o, über ein vollständiges Restsystem (mod. 2"), 
.- we  - - - (mod. 2"), 


ug 0, 4. - = au (mod. 2’r); 
für A, über ein vollständiges Restsystem (mod. r,2"), 
- (mod. 2"), 


Bu er. ee 


n an R 
- u - - - (mod. r,2'r). 


Man schliesst nun genau wie oben, dass die Summen in Bezug auf Q,, Q:, ... @, 
immer dann den Werth Null haben, wenn nicht gleichzeitig 


& kf'f Yk,ptrn k Ira 
rı2 f (4,), 1,2 f (}2), as Zu r,2rf (A,) 
ganze Zahlen sind. Für Werthe von A,, A, ... A, aber, welche dieser Be- 
dingung genügen, ergiebt die nach 9,, @, ... E, ausgelührte Summation den 


Werth: 


I + kat... kn ei, Ä A) 
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Nach der Bedeutung von f'(A,), f' (A), . .. f'(#,) sind aber nur diejenigen 
LTR beizubehalten, für welche die Bedingung erfüllt ist: 

PP iin 27% ir , 4 k,— 

YktyYı k4++yPı, = hr, 


> - n f - * 
up! ch +2, h,2 . A 


(7.) /? 172 2 1 / 


„3 1ol0)7 EEE Yk,—i 
/p hı 1 /Pp Ina t /p un h, 2 f a 
worin A, Ar, ... h, irgend ganze Zahlen sind. Ersetzt man nach den For- 


meln (5.) die y” durch die ce”), so lautet diese Bedingung: 
IH HEIEH N, ee 2 tl, = Mn, 


era" t a’ + a Ai l 2. we | cr) 9*p Li | L h; . 


/ 


(8.) 


2 Hr: Zt RR EOE eP’2 ri, = Rh, 


Da nun die Determinante der Grössen ce!’ gleich derjenigen der y” ist, so 
folgt wie in $.5, dass die nothwendige und hinreichende Bedingung für die 
Gleichungen (8.) die ist, dass 
A, durch 2%", A, durch 2%", ... 4, durch 2>' 
theilbar sei. 
Zur Bildung der nach A,, 4,, ... A, genommenen Summe in (6.) kann 


man also setzen: 
i, = u bar u i en s RT An — Dip! A, » 


wo dann 
4, ein Restsystem nach dem Modul ?2r,, 
h; nn . us er Be ar, 
I, - - - .- - er, 


zu durchlaufen hat. 
Demnach geht die Gleichung (6.) in folgende über: 


| po lyl(@er,, Zer,,... 2er 


(9.) Ä — I +Ahat+...4 kp uf, ah A,» nn. 2 2,) 


p/ 


” 


„I 


PR 
ni 


I) 2 p 


oder indem man für die Function f ihren Ausdruck setzt. 
‚(a) 4 


5) R . . Ü; hı }: 
295 AUBRLE 
(10.) DE ai ee er AYmE, 
3 
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Man erhält nun den 2’fachen Werth der Summe auf der rechten Seite 
dieser Gleichung, wenn man 
4, ein Resisystem nach dem Modul A4r,, 
hy - - - .- - An, 


h, _ - _ _ _ Ar, 
durchlaufen lässt, da sich die einzelnen Glieder der Summe nicht ändern, wenn 
man 4, um ein ganzes Vielfaches von 2r, vermehrt. Beachtet man dies, so 


ergiebt sich aus (10.) für g folgende Reductionsforimel : 


al) „,(2) „,(P) 
ser Zen yı | 
| y2 y ya? | 2 2 2 
>. 9 Du a Se 2 2% <Ky “Any 
N: ‚ ‘ ‘ ‚(2 1.82 "rn. ns Pr,) 
yo a,(2) a,(P) | 
rt IE ip 
f \ 
(11.) 
| En ec”, ei?) \ 
(1) (2) (p) 
= ‘ re 2 C5 ’ C5 9 . . . C 
— Ir Hk,4 j pP pP p | (Ar, b) Ar,, ... Ar). 
\ (Cl) (2) (p) 
C ’ C, ’ C, 


Um noch die Function gje}(Ar,,Ar,,... Ar,) zu bestimmen, werde zunächst 
die Annahme gemacht, die Coefficienten e lassen sich so anordnen, dass die 
in folgendem Schema: 











[ei | cr) A”|... ei 

cr ec”) c?| ... cp 

(12.) ce ed I > 
v 

le cd c® co) 








angedeuteten Determinanten alle ungerade Zahlen seien. Man bezeichne diese 
Determinanten wie in $.4 mit D,. D,. a ... D,, so dass 

13.) Dh, Be - PA, :-.. D=D. 
Man schliesst durch Induction leicht auf folgende Bet: 


(14) glel(Ar,,Ar,,...Ar,) = i° (1+:)PyAr,.Ar,...Ar,, 


P; 





worin zur Abkürzung gesetzt ist: 


2 2 
r 


2 
r 


45.) ER (u +(& er) 4 ri Hr a 
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Diese Formel ist richtig für den Fall »y=1 und lässt sich leicht auch für 
p=?2 nachweisen. Wir zeigen gleich allgemein, dass sie für p eültie ist. 
vorausgeselzt, dass sie für p—1 zutrifft. 

Zu diesem Behufe wendet man die schon mehrfach gebrauchte Trans- 
formation an. Man hat: 


u 








Bf ter, +n +) 2 5 
0) Eben „ Autumn) guten, 
worin 
(17.) er == cr) ed _ ce» 
und 
ca" ci’ 
7 R, r) 


Da vorausgesetzter Massen c{'’ ungerade ist, darf man im Exponenten unter 
(1) 


dem Summenzeichen s,, 5, ... s, ersetzen durch c’s, A’s3,.... cs,, 
? | ' .. 
ferner ss +c}’s:+--+ cs, durch s, und erhält demnach: 
sh a ni 
MD gi »|, 
C C5 : . . . C m” \ 
| | (4rı, Ara, ...Ar,) 
a) (2) (p) 
(18.) Ga nr 
2nicl)s; (re, rer 
Se Ar, p { . 5 . . . . . u (Ar, er Ar,). 


Hierin lässt sich die Summation nach s, unmittelbar ausführen, sie ergiebt 


den Werth: 


2nic) st un 
Mi le ma ru ZDIRUD ao 
ae (14) YAr,. 
Die auf der rechten Seite noch übrig bleibende Summe nach s,, 5. ... s, 


lässt sich finden nach der für p2 als richtig vorausgesetzten Formel (14.). 
Bezeichnet man nämlich mit D,. D,, ... D,_, die nach Analogie des Schemas 
(12.) aus den Grössen cc” gebildeten Determinanten, so folgt leicht: 


20.) Di=c"!D, D=c"D, ... DL,=cd””D, 





so dass nach der Vorausselzung auch D,., D;. ... D,_ı durch 2 nicht theil- 
bar sind. 
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Die Formel (14.) liefert also für diesen Fall: 











| Er are | 
(21.) P ee (Ars. Ar) = HP YArn,... Ar,, 
ET, EN RP \ 
worin | 
0 — RS, a E ‚D; y4 el eu nl Mi 


Es ist aber 
1—D,>D,-ı 1— cc)" D,_,D, 








2 3 Du s 


und da 
Bd —=41 (mod. 8) 


ist, so erhält man: 


2 2 


> 
- 
r 


= (1=DBeyt (1-DDs®, „(I DoDe)r  (mod.ä) 


> 


DZ 





Beachtet man dies, so folgt sofort aus (18.), (19.), (21.) die Formel (14.). 

Sind die hier gestellten Bedingungen nicht alle erfüllt, während immer 
noch die Determinante D ungerade ist, so lässt sich stets die Summe (11.) 
durch directe Addition von höchstens 4° Gliedern finden. 


Recurrirendes Verfahren zur allgemeinen Bestimmung von 
ah, a, ! 
piy!(2ı,2%, Er) 


Zur allgemeinen Bestimmung der Function g |y!(2", 2", ...2’r) auch in 
dem Fall, wo D eine gerade Zahl ist, kann man Reductionsformeln aufstellen, 
die denen des $.7 analog sind. Da die Ableitung derselben der dort gege- 
benen ganz ähnlich ist, so können wir uns hier kurz fassen. 


5 


Wir beginnen wieder mit dem Fall p=2, also mit der Function: 








a; A, 


a ae 
yııyı (8 ‘ die r A al alı \ 
1) 9 - ZXe 
EI ZZ P 
worin 
2 1 
2 ME . 
we.) u; 
und 


3) Mey =D=XD, 
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worin, falls nicht D=0 ist, D’ ungerade sei. Aus denselben Gründen wie 
in $.7 darf hier angenommen werden, es sei y|' ungerade. 
Dann ergiebt sich, genau wie in $.7 die Formel (6.) erhalten wurde: 


J 








de iret , FD 
a, 2 ee N 
(4.) p 1712, 2°) = Se 


19 "2 


Die Summation nach s, lässt sich nach bekannten Formeln ausführen und ergiebt: 


> 


„Ag 1940) 1? NE, 
Be [2 —) 
> 


9.) Ze —_ fi (1+:)y2", 


wenn man setzt: 
2 FR Hp, 


und unter r, entweder 1 oder 2 versteht, je nachdem /, gerade oder un- 


gerade ist. 
Bei der noch übrigen Summation nach s, hat man drei Fälle zu unter- 








scheiden: 
I. Z=L ode D=0, 
(1) ars? 
Zrri ft 31 a 
Se — 2: 
II. ,— Tr — 1, 
(1) 97 Jr 5? 
ni — a 
Se == 0: 
III. 5 —T > 1. Yu-7 == Zr, rn, = 1 oder — 2. 
(1) 97 Dre? 1— OD’ a 
An Lt 2) ER 
Se = i (1+:)y2%r?, 


$ 


Danach erhält man für die gesuchte Summe folgende Werthe: 


Aa 
E ; 
l 








PPC) TBPRC> 
er Eh 14H) 2 y, TS; 
N 
„OD 2,0 
@) N Aa) =0, Fehl; 
ae ic 
A—yı)ın A—,W)D' 2 
u ae ) (2) 
€ Bi “ 2,6 1. 
(6 -) em a, N 1+#, 2 ’ 
9. .73 


| 
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Bei der Bestimmung der allgemeinen Function: 


alt) n,(?) D 
I; /ı5 he 
„0 ,@) er 
7) gm a EN gl gr... 2) 
\ ei jr J/ 
„,(!) (2) (r)) 
ip? Y» ® rn. ru p 


kann wie in $.7 die Annahme gemacht werden, es seien nicht alle Grössen 


y, die in einer Horizontalreihe stehen, gerade Zahlen. Man hat dann wieder 


zwei Fälle zu unterscheiden: 


I. Es seien nicht alle yi, y”, ... yi”’ gerade, also etwa y{ un- 


serade. Durch dieselben Schlüsse wie in $.7 erhält man die Gleichung: 














Us, ‚(2) I... -.(P)e_\? v p 
‘ Y\ S °T +7) S, + 1 s r n RB 
] ] rt ‘“ a7, .- > an 3c,,5253 
4 r 2 " v. 
8.) ply}l2,2%,...27)= SS e e ; 
a 
worin: 
0)’, 9,0 (0), ,A)\ (1) /.6) .,.0) (z)\ 
9 _Nnun- an) nenn) 
(\ .) C, ze ni al as aa A 9 - . 
2% 2 


Führt man hierin die Summation nach s, aus, indem man 
‘ I, D.2 BR, i. 
a = Br 


und r, gleich 1 oder gleich 2 setzt, so folgt die erste Reductionsformel: 








(1) „,(?) a (p) 
% yjıly re. yr | 
N ne 
#: 9 Y: : /:2 
2 / | (25, Be... 2'r) 
‚ (1) (2) (p) 
(10.) { ir Dr De 4 
|; r, ! A (2)? (p)! 
rn, Toren un 
: ja ve dar 
1- t)} 2 Z D (2 . 2 )» 
yV or | 
/» 0. /» 
worin 
[ \ EP vn 0) (1) .,0) 
(11.) Ve =9 Be ). 


Für die Determinante D’ der Grössen y( erhält man auch hier: 
/ —)3 
12.) D! = y®’7p, 


so dass D’ und D gleichzeitig gerade und ungerade sind. 


Il. Sind die Coeffieienten y1, y”, ... 7’ alle gerade Zahlen, so 
können nach unseren Voraussetzungen nicht alle die Determinanten 
d, = „9, d_,N 0) 
ne „73 
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gerade sein, und man nehme an, es sei Ö,, ungerade. 


nahme, dass I, = l, und mithin yY — yz’ sel. 


Durch dieselben Operationen, die zu der Formel (21.) 


erhält man hier: 





51 


‘s fordert diese An- 


in $.7 führten. 


af ‚2 6 2)o oe ) 23. ) ) 
PER Rn ud AR a NR RT - 
DV / 91,‘ * j | ga, zi—— U7EPET 
(13.) ir", 2°,...27) = Se Ze °*° 
ur ya sp 
worin: 
(4 (1) Ja ?) &(? "Ye ' 
14 u te N N -„E 
.) C.i zu 12 a. =— zZ Un . an —— 
und: 
EEE (x) .,2)__ u, U) „,(%) 
d\ =F, 7ı /? iii 
(17 ED u EEE Ku 
(19.) Di m y Yı 08 Yıs 
ee A AR 
\ Oi . /? u, 


Die auf s,. s, bezügliche Doppelsumme lässt sich nach den Sätzen des S.8 
ausführen. Man erhält: 


wenn /, eine gerade Zahl ist: 











ArnE 1 Ada n En 2 2 

PPFLAAI STANGEN T y5s, ur 

Mia J1 Pen 

16.) Ze = (1) * gar 
und wenn /, eine ungerade Zahl grösser als 1 ist 
PIERRE re 549585 
\ PA f 
17.) Ze . an, 
wobei Gebrauch gemacht ist von der Voraussetzung, dass y| und y{” gerade 


Zahlen sind. 


Man kann beide Formeln in eine einzige zusammenfassen. wenn man 


auf der rechten Seite setzt: 


oder auch: 





Man erhält demnach unter der Vorausseizung dass y\", y\”, 


ungerade sei. die Reductionsformel: 


= 
‘ 


gerade, 


dagegen yıi yI? —yÜ 








52 Weber, über die mehrfachen Gaussischen Summen. 


„,(! n,(2) (p) \ 
r j. yi 93 cha Zn 1 
(1) „2) u) 
St ur a Hk alt zu 
‚ 2,1) „(2) ap) ; 
(18.) „Hr hahı-.--- mM 
(1) ,Q2) (,,@)' (p)"\ 
| Y 441) Vize Br Y; | 
= (1) tale 2.2), 
(3)! a,(p)' 
\ p 9 . . [ p 
worin: 


19) ya = I, yP Ina IP-YPINP). 
Für die Determinante D’ der Grössen y' ergiebt sich: 
D' = di ”D, 
so dass D und D’ gleichzeitig gerade und ungerade sind. 

Nach diesen Sätzen ist man im Stande, den Werth der Summe 
yiyı(m.»9,...n,) in allen Fällen zu bestimmen, und zwar durch eine Reihe 
von Operationen, deren Anzahl nicht mit der Höhe der Zahlen n,. m, ... m, 
wächst. Die Anzahl der Operationen ist für jede in »,, m, ... n, enti- 
haltene Potenz einer Primzahl höchstens p. Der Ausdruck für enthält 
ausser ganzzahligen Potenzen von ö und 1-+i nur Quadratwurzeln aus ganzen 


Zahlen. 


$. 10. 


Untersuchung einer allgemeineren Ulasse von Summen. 


Wir erörtern im Folgenden Summen von etwas allgemeinerer Form, 
die sich auf die bisher untersuchten zurückführen lassen. Es sei 
(1.) f\Sı, 82» --- $,) a. == 0,1828: 
und es wird nach dem Werth der Summe gefragt: 


ti 


— (5,5: + MS +95, ++ 95) at 
(2.\ z ." 
(9, u | ’ 
N S0, ... ’»p 
worin 9%, 9a»... v, ganze Zahlen bedeuten, für welche O oder 1 gesetzt 
werden kann. Wie bisher durchlaufen die Zahlen s,, s, ... s, Restsysteme 


nach dem Modul x. 
Ist zunächst » eine ungerade Zahl, so ist die Zurückführung der 
Summe (2.) auf die oben betrachteten sehr einfach, wenn man die Forderung 
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stellt, dass der Werth der Summe von der speciellen Wahl der Restsysteme 
unabhängig sein soll, denn dann können s,, s,. ... s, ersetzt werden durch 
251» 2825 » +. 28,, wodurch die Glieder erster Ordnung im Exponenten her- 
ausfallen. 

Mehr Schwierigkeiten. aber auch grösseres Interesse bietet der Fall 
eines geraden », in welchem die Summe (2.) stets unabhängig ist von der 
Wahl der Restsysteme. 

Es kann dann die Summe nicht ersetzt werden durch eine einzige 
Summe der früheren Art. sondern durch eine bestimmte Anzahl derselben. 

Betrachten wir zunächst den Fall. wo nur eine der Grössen v, etwa 
v,=1 ist, die übrigen gleich Null sind. 

Die Summe (2.) unterscheidet sich dann von der folgenden: 


ri 


>) e n 


eh 





Fa) 


nur dadurch, dass die Glieder, in denen s, ungerade ist, das entgegengesetzte 
Zeichen haben. Beachtet man dies, so ergiebt sich die Gleichung: 





ni. 
| » 1; Sy Syn sr Sp) IS, 
= e 
(3.) { wi c 
wi, | n ni... 
as...) 977 —F Ch, öl, -;i85) 
. n . a) n ; 
up u — 2 2 2e 
I da. Sg 2. 25 9, ‘p 
. . n 
In der zweiten Summe hat s, nur ein Resisystem nach dem Modul — zu 


durchlaufen. Man erhält also den doppelten Werth der Summe, wenn man 
auch für s, ein Restsystem nach dem Modul » nimmt. Demnach geht die 


Formel (3.) über in folgende: 


£ 


ni; 
—f(8,,8,,...8,) + Triß8, 
n 


ie a 
= IE 0’ dei in Beisweloi | 


q Ss San oe Sy 


Allgemeiner ergiebt sick auf demselben Wege folgende Recursionsformel : 


B | EEE 
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zei 
Ks; SH) + ls +5,44 +5,) 


— 2 ee 
815 In Sp 
ui. | | 
5 ) n [ss tr +, + + 8,-ı) 
. x . 
_ i Li 
| 9y day eo. ’p 
zei RylcK: ' 
! — (8,83 :-- So—1y Big, ++. Sp)-+ rrils, -4 + '"+8s,-ı) 
er y e n 
u . 
N a, “+ Fu 


Daraus folgt leicht eine allgemeine Darstellung der gesuchten Summen. 


* \ 


Es sei in der Summe (2.): 
n=+=Vy=1, ya mt. 


Man bezeichne mit Ah,, a, ... h, Zahlen, die den Werth 1 oder 2 haben. 
Dann ist: 


ri m | + FR TB, } z 
— is Sy, ++ Sp) rm (5, 5 a ee a 


u a - 

Bıy Sgy +. sp 
(6.) ni. B 
fh, S; h,s,, ... h, Sg S) t 1; ... Sn) 


FO: ’_4\h—-D+la—l)+...+(h,n—D 
8-1" EM | 





919 Say or. Sp 


worin das Zeichen S eine Summe bedeutet, die sich auf alle Combinationen 


der Werthe 1, 2 für A, Ar, ... Ah, erstreckt. Ein Glied dieser letzteren 
Summe hat das Vorzeichen + oder —, je nachdem die Anzahl derjenigen 
h, welche gleich 2 sind, gerade oder ungerade ist. 

Die Richtigkeit der Formel (6.) ergiebt sich sofort aus (5.) durch den 
Schluss von g—1 auf q. 

Die Summen: 


zer 
er ; 
n ICh, S, , h,s, h) ... h, So; S) + | .»*.. $,) 


S 


>, 99 “.. S 


Pu - 
u Sp 
können aber nach den oben gegebenen Regeln bestimmt werden; die Anzahl 
dieser Summen, durch welche die gesuchte Summe dargestellt wird, beträgt 
2°. So ist beispielsweise bei einfachen Summen: 


mi , wi , Arric „ 
n-—1 — cs 47018 n—1 —08 9-1 5 


n N 2. 
— Be za” Be “ 
0 


0) 0 








PN. 


en 


en 
en 


en 


gi 


'g tr r . 
LIOUOLLES J Jurnmali Dad. 
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Eine ganz ähnliche Behandlungsweise wie die hier betrachteten Sum- 


men *) gestatten die folgenden: 


wf 


J 


worin Yı, Y3,...v, ganze Zahlen sind. für welche die Werthe O oder 1 ge- 
setzt werden dürfen. 
Ist zunächst wieder » ungerade. so erfordert die Voraussetzung. dass 


die Summe (7.) von der Wahl der Restsvsteme unabhängig sei: 


8. CN tea + +c,v, te, ( wo... 1=1,2,...9. 


Man kann dann immer Zahlensysteme m,,. /,, bestimmen. so dass: 
( , en ‚ 
y. C; m,,n—-»" 
und mit Rücksicht hierauf und auf die Bedingung (8.) geht die Summe (7 


in folgende über: 
Be zn: __. 
= m,,V,V; r- RB IErEr 
10. £ zZ f R: p z 4 
da nämlich s, und 2s,+1 gleichzeitig vollständige Restsysteme nach dem 
Modul » durchlaufen. Die Summe /10., lässt sich nach dem Früheren be- 
siimmen. 

Im Falle. wo » gerade ist. muss e,v, 0,1% ++ + c,v 0 (mod.2 
sein. Es lässt sich alsdann die Summe /7., in eine bestimmte Anzahl anderer 
Summen zerlegen, ebenso wie in dem oben behandelten Falle. Ist nämlich 
v, =», = . . v,‚= 1. } og ... } ). 
so gelangt man auf einem dem obigen ganz entsprechenden Weg zu der 


Formel: 


7: 
gi > 
EEE „. — 3 % 
' Bu 2 
%y p 
> Sr eo 
»q 
11 - 
un 
u 
j ' ’ 2 2 
| ’ ’ 
u l 3 —| 4 RB 1 x 278 
ac A_ VE Va — 
> 
- - L’ * n‘ an ni En _ 5 a 
Einen besonderen Fa >r dies 3 
r A = * a7 . . . FW b 
Ledesque untersucht. Sur le svmDoie Be L JLUEIUUES Di 
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ui | 
x 68,8 ... S)+ miles, +3.4+°'+8,) 
+r € 


ne. 


Li 


| zei 
5) | j 16 tms +5, ++ 8,-ı) 
’ . ne y e 


zei 9% 
— 6,8 Sg tl ++ + So—ı) 


"| Gi e 


Daraus folgt leicht eine allgemeine Darstellung der gesuchten Summen. 
Es sei in der Summe (2.): 


v, = hze=v,=1, az and. 
Man bezeichne mit A,, ", ... h, Zahlen, die den Werth 1 oder 2 haben. 
Dann ist: 
mi 
es sr +s + +82) 
— 2. ee 
f 919 day vr. °p 
(6.) zu fd ] } N 
— [RS 5, A2Sa5 +++ ig Sgy Satiy »» + $p) 
ne, . \A,—l1)+(h,—1)- .. th —1) n . e- ih ee r 
*T S(-1) | \ > <= S e ’ 
a a 





worin das Zeichen S& eine Summe bedeutet, die sich auf alle Combinationen 


der Werthe 1, 2 für h,, hr, ... h, erstreckt. Ein Glied dieser letzteren 
Summe hat das Vorzeichen + oder —, je nachdem die Anzahl derjenigen 
h, welche gleich 2 sind, gerade oder ungerade ist. 
Die Richtigkeit der Formel (6.) ergiebt sich sofort aus (5.) durch den 
Schluss von g—1 auf g. 
Die Summen: 
zer 
— 0 AS Ra ar 8) 
>) e n 
können aber nach den oben gegebenen Regeln bestimmt werden; die Anzahl 
dieser Summen, durch welche die gesuchte Summe dargestellt wird, beträgt 
27. So ist beispielsweise bei einfachen Summen: 


Mi .„ i mi , Arric „ 
n-ı —cs + rs wii 08) $ 


N u 
a 5,e n u N 
0 


0) 0) 











ıl 
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Eine ganz ähnliche Behandlungsweise wie die hier betrachteten Sum- 
men *) gestatten die folgenden: 


a ( 2 1 3 x 
——— > 4 J > j 1 y)_\ 
. fs +49,5.:449%,,...4+4%,) 


(T.) ae ’ 
worin Y%,, Y%2,...v, ganze Zahlen sind, für welche die Werthe 0 oder 1 ge- 
setzt werden dürfen. 
Ist zunächst wieder » ungerade, so erfordert die Voraussetzung, dass 
die Summe (7.) von der Wahl der Restsysteme unabhängig sei: 


f I 


(8.) Cr t Cart ter, te = 0 (Mo) Tel, 2... p. 
Man kann dann immer Zahlensysteme m,,;, /,; bestimmen. so dass: 


9.) ca = man+ Ya; 


/ ub. 
und mit Rücksicht hierauf und auf die Bedingung (8.) geht die Summe (7. 


in folgende über: 


BEE u RE u 

u u NM; v„V, u u um V rl Sr) 
er. ’ ed 

40) et”? zZ er: 


.' 








da nämlich s, und 2s,+1 gleichzeitig vollständige Restsysteme nach dem 
Modul » durchlaufen. Die Summe (10.) lässt sich nach dem Früheren be- 
stimmen. 

Im Falle, wo » gerade ist, muss e,9, +6,39 + +c,r, =0 (mod.?, 


sein. Es lässt sich alsdann die Summe (7.) in eine bestimmte Anzahl anderer 
Summen zerlegen, ebenso wie in dem oben behandelten Falle. Ist nämlich 


V| — V} —— a V, — 1. Vor FE gg V, 0. 


so gelangt man auf einem dem obigen ganz entsprechenden Weg zu der 
Formel: 


rn 

—f(s +3,8,4 43, ...894 43 $8g413 +++ $ 

\ | n i - 2 

y' . 
e 





mi 


S A-AN+N) rd) „An 
_— \\ r nu wer 7 % > 
| (—#) i ? e i — € 


(hs.hs mr 9 
[Ch s, » Rasın-- AaSgs 28241,..-28,, 


*) Einen besonderen Fall der diesen entsprechenden einfachen Summen hat Herr 
N a 
Lebesgue untersucht. (Sur le symbole (=) et quelques-unes de ses applications. 


Liouvilles Journal Bd. 12.) 
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Auch hier bedeutet S eine Summe, die sich auf alle Combinationen der Werthe 
1, 2 für die h,, Ar, ... h, bezieht. Die Summen nach sı, 8, ... s, er- 
strecken sich in der Formel (11.) auf vollständige Restsysteme nach dem 
Modul 2». Es ist also auch diese Summe ausgedrückt durch 2? andere Sum- 
men, die sich nach den früher entwickelten Sätzen bestimmen lassen. 


Zürich, im Mai 1871. 











e 


Ueber dıe unendlich vielen Formen der 


3-Kunetion. 
(Von Herrn H. Weber in Zürich.) 


Es ist meine Absicht, in der vorliegenden Arbeit eine Anwendung 
der Resultate mitzutheilen, die ich in meiner Abhandlung über die mehrfachen 
Gaussischen Summen entwickelt habe: und zwar auf die Constantenbestimmung 
in der Theorie der unendlich vielen Formen der 9-Function. 

Bereits Jacobi, der Schöpfer dieser ganzen Theorie, hat darauf hin- 
gewiesen, dass bei der elliptischen 9-Function die fragliche Constante mil 
Hülfe des Legendreschen Symbols (=) aus der Theorie der quadratischen 
Reste bestimmt werden könne. und dass ein zweifacher Wee zu dieser Be- 
stimmung führe, der eine durch eine Kettenbruchentwicklung, der andere durch 
die Gaussischen Summen. Ausser einer kurzen Andeutung findet sich meines 
Wissens unter Jacobis veröffentlichten Werken Nichts über diesen Gegen- 
stand *). Später wurde durch Herrn Hermite die Constantenbestimmung nach 
der letzteren Methode vollständig bis zu den einfachsten Resultaten durch- 
geführt **). 

Die unendlich vielen Formen der #-Functionen von mehreren Ver- 
änderlichen sind enthalten in einer Untersuchung des Herrn Thomae ***). Die 
Constantenbestimmung ist dort durch endliche Summen bewerkstelliet. deren 
wahre Natur jedoch erst durch Herstellung des Zusammenhangs mit den mehr- 
fachen Gaussischen Summen aufgedeckt würde. 


*) Ueber die Difterentialgleichung, welcher die Reihen 14% -+2g4'+2g’-+--- 


4 4 

Iygq-+2ygQ’+2yg’t-- genügen. Dieses Journal Bd. 36. Uebersetzt in Liouvilles 
Journal Bd. 14. 

In seinen Vorlesungen hat Jacobi die erwähnten Gedanken durchgeführt, jedoch 
ist mir Näheres darüber nicht bekannt. 

*#) Hermite, Liouvilles Journal 1858. 

Es findet sich dort in der Endformel ein kleiner Fehler. Wenn, wie auf Seite 29 
l. c., gesetzt wird b= 2“, wo f ungerade ist, so müssen die beiden Formeln für 
ein gerades und für ein ungerades @ mit einander vertauscht werden. Dieser Irr- 
thum ist auch in das Werk des Herrn Königsberger (die Transformation ete. der 
elliptischen Functionen, Leipzig 1868) übergegangen, woselbst noch in den Formeln 
für C und o (pag. 24) im Exponenten das entgegengesetzte Zeichen stehen muss. 

*##) Die allgemeine Transformation der 9-Functionen etc. Inaugural-Dissertation, 


Göttingen 1864. 
Journal für Mathematik Bd. LXXIV. Heft 1. he) 
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Ein anderer Weg zur Bestimmung der Constanten ist in dem Werke 
der Herren Clebsch und Gordan eingeschlagen *), wo gezeigt ist, wie eine jede 
in die Theorie der unendlich vielen Formen der 9-Function fallende Trans- 
formation zusammengesetzt werden kann aus einer endlichen Zahl einfacher 
Transformationen, für welche die Constante auf directem Wege gefunden wird. 
Es fordert also nach dieser Methode die Constantenbestimmung eine je nach 
der Natur der vorliegenden Transformation mehr oder weniger grosse An- 
zahl von Operationen. 

In der vorliegenden Abhandlung ist nun gezeigt, wie die Aufgabe 
selöst werden kann durch die Summation der mehrfachen Gaussischen Reihen 
auf einem ganz ähnlichen Wege wie dem von Herrn Hermite eingeschlagenen. 

Wenn es also auch nicht möglich ist, den Werth der Constanten in 
einer alle Fälle umfassenden allgemeinen Form hinzuschreiben, so ist doch 
der Weg angegeben, immer durch eine gewisse Anzahl von Operationen zum 
Ziel zu gelangen, welche höchstens mit der Anzahl der Veränderlichen, von 


der die #-Function abhängt, wächst. 


g. 1. 


Wir definiren die allgemeine 9-Function durch die folgende Reihe: 


5, ee 


| € + pl; 
3 j , R (U, U; ... u) 
f l \ € 3 € y Per €) 
4.) \ p p R x nr 
| FE, Fra,(h, +18) +4) +2 Ch + Ja) + del mi) 
ie N l 1 ’ 
(= Je ) 


worin die pfache Summe sich auf alle positiven und negativen Werthe von 
h erstreckt. Die Grössen e, & sind ganze Zahlen; die F-Function ändert sich 
nicht, wenn die e um beliebige gerade Zahlen wachsen, und erhält den Factor 
(—1)", wenn e, um 2 wächst. Beachtet man dies, so kann man ohne wesent- 
liche Beschränkung der Allgemeinheit für &, & die Zahlen O, 1 annehmen. 
Die Grössen a,,; sind an die einzige Beschränkung geknüpft, dass die Function 
ZZ 4, 8,8 

für alle reellen Werthe der Veränderlichen x einen negativen reellen Theil 
hat, dass also auch für kein von Null verschiedenes reelles Werthsystem der 
x die Function rein imaginär werde. 


*) Theorie der Abelschen Functionen. Leipzig 1866. 
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Es folgen aus (1.) die Periodeneigenschaften der 9-Function: 


p 2 2 
I Fr | IQ er UT TU, ... %,) 


| Bay + 
(?.) 


/ ine 


(Es &)s ... € 


Pt, 
zu Gusirz ; (#1; Urs Un)» 
Big Bay 2. &, 
ei, 82» ey) 
9 s j BU? + (dns ... U, + ph) 
Pr €» &)s ...* €, 
(3.) 
Mean Saas Ein Era oo. En), 
acsyie h hh Q,) ? e (dt a5... %,) 
i. €) u €) r 


Diese beiden Gleichungen reichen ihrerseits wieder aus, um die #- Function 
bis auf einen von den Variablen « unabhängigen Factor zu bestimmen. Die- 
jenige 9-Function, in welcher die &, & alle den Werth Null haben, soll kurz 
mit (a, %, ... %,) bezeichnet werden. 

Ist es nothwendig, die Moduln a,, der #-Function in die Bezeichnung 
mit aufzunehmen, so setzen wir: 


€» 


9 ln re 50). 


r 
ar &, 
Wir betrachten nun die Function: 
(4) Illw,,%,...w,) = en up Hl, Wr, ...W,;b), 
worin f eine noch näher zu bestimmende Function zweiten Grades ist: 


(4) flw,%2,-..@,) = 23C,W,%;. 
[2 


B4 





Wir führen in der Function /7 statt der Veränderlichen »» neue Veränder- 
liche « ein durch ein System linearer Gleichungen: 


| r ' —— N 1 Lu) on 

| 9.) u = ad wtos’ wı+ +0,’ Ww,; 
ö Jr ı 22 Ip 
6.) u, = Huth amt + PiP’ u, D 


wo natürlich die Determinanten der Grössen & und / nicht verschwinden dürfen. 


(X) IK) 


Die Aufgabe ist nun die, die verfügbaren Grössen e,,. «5, resp. 





| so zu bestimmen, dass die Function // in eine 9-Function der Grössen u 
übergeht, deren Moduln mit a,, bezeichnet werden sollen. 
Zur Lösung dieser Aufgabe wird man zunächst die Periodeneigen- 
schaften (2.),. (3.) zu berücksichtigen haben. 


Yu) 


Lässt man «, um nö zunehmen, so wächst w, um /! 
S* 


ti. Da nun 


EEE 
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durch diese Aenderung in der Function // der Factor Y(w,, wz,.... w,) wieder 
auftreten muss, so hat man zu setzen: 


7) Pini= 0” ni+ol®"b,t 0" bi+ +06" b,,, 


\ 


worin die o, o ganze Zahlen sind. Unter dieser Voraussetzung erhält man 


die Gleichung: 


| I(w.+ PYP’ni, sr „tr n ) = 
(8.) | > o‘ an 0‘ er | B> w;, if“ “4 -(zi)” f(P9,.. i Pr) 25 0) w, 3 0%) PAY) n 
k 1)‘ ai w,)e" ® i 


Da sich nun die Function // nicht anders als im Vorzeichen ändern soll, 


muss man setzen: 
(9.) 20%" ur nif' (P% 3), 
woraus folgt: 


iz pi = (ni) FB, Pr), ... BP), 


und danach folgt aus (8.): 


\ Ku) (u) zer 0) 
f Rai Ale? : m u u ü f 
10.) Iw + Pi’ ni,...w+P®"ni) = (—1) IT (w,,%,... @,). 


Lässt man ferner die neuen Variablen , %, ... a, respeclive um aqa,,, 
@,,» ... @,, Wachsen, so wächst w, um: 
J(1) (2) ) 
Ph Aurph Gut + au; 
und dieser Ausdruck muss aus denselben Gründen wie oben gleich sein: 
(i1.) r) ni+ sl b, + sb, +. eg he en Ki), 
worin r und s wieder ganze Zahlen bedeuten. Es ist also die weitere Re- 
lation zu befriedigen: 
u ! \ ki) u 3) m) ) / 
(11 ne | i = Ph Au +P% d; + Dem + Pi’ a, 


Man erhält dann: 


_ (u) u 
= r); 


2 ı u) G T/ 
IT (w,+ kl”, ...w,+k") = (—1)' IH (w,, %2,... %,) = 


(12.) 
\ a Ba 7 
| > 1, FICK) U. 2st“) ) + f(ht“ ? kim), ur kiy)) er 5 si) Kin), 
e 


h 
Wir werden unsern Zweck erreichen, wenn wir setzen: 
(13.) sr) — If 4) dan a), 
Denn daraus folgt: 


y.(u) au) / Ju) (u) IN 
> k' — f(kı b) k\ . m ıT k', ) ar Auus 
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61 
und demnach geht die Gleichung (12.) in folgende über 
y' rlu)slu) 
| a ! h Th 2 ; ! 
12°.) [IKw+k",w.+Kk",. .Ww,+ki") = (—1) eu Il (w,%2,...W,). 
Die in (10.) und (12'.) ausgedrückten Periodeneigenschaften definiren bis auf 
einen constanten Factor eine $-Function, so dass man erhält: 
[8 ir 
(14) Iw,w,...%,) = T9!, | ae Pe Er, 
Fa €) &,) 


p 3 
ah 
wenn T eine Constante bedeutet, und 


m 


2 


En (u) „(u) 
(" = 7 Ö;; 


lu Bm zn 
gesetzt wird *). Es ist nur noch die Frage, 


in wie weit die gestellten Be- 
dingungen (9.), (11’.), (13.) erfüllt werden können 


Die Gleichung (9.) lautet entwickelt: 


om) = nile„ Pr +c„.P” + "+c,P), 
und durch Auflösung dieses Systems ergiebt sich 
1 ) 
(16.) C;% = — (oh +0, a a +... 0) a? 
woraus lolgt: 


17) 0= (oa 


-(t) (:)\ 
k u) ' [04 # 


h} 
Aus dieser Gleichung ergiebt sich leicht 


(0 a) — AD) — (0, 
und wenn man die Werthe (7.) von 5 substituirt 


zwischen den ganzen Zahlen o, 


(18.) 


folgen die Gleichungen 
0: 


(09 of) — 09 0%) —'®. 

Umgekehrt folgen hieraus die Gleichungen (17.), da die Determinante de 
nicht verschwinden darf, und durch (16.) 
Function f bestimmt. 


i 


pP 


sind dann die Coeffieienten der 


Die Gleichung (13.) geht, wenn man dieselbe mit 5} multiplieirt und 
nach % summirt, mit Berücksichtigung von (9.) in folgende über: 
= (ip si — kon )=0 oder 





nn u, 


*) Da für die Werthe 0 der Argumente die #-Function rechts nicht verschwin 
N r . r 
den kann, so muss N&;& eine gerade Zahl sein 


sein, was sich leicht mittelst der 
unten aufzustellenden Relationen zwischen den Zahlen 0, o, r, s direct verificiren lässt 


weıter 
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je nachdem «, » verschieden oder gleich sind. Substituirt man darin die 
Werthe von 5%’, k’ aus (7.) und (11.), so folgt 
(19) (Pro?) =0 oder =1, 


h 
je nachdem «, » verschieden oder gleich sind. Umgekehrt ist auch (13.) 


wieder eine Folge von (19.). 
Es bleiben also nur noch die Moduln a,, der neuen #- Function zu 
bestimmen. Für diese erhält man aus (11'.): 


(20.) A, u So ki), 


h 
und aus der Gleichung a,, = a,, folgt dann: 


(21.) (a ki —ah Ki) = 6, 
woraus mit Berücksichtigung von (13.) und (11.) hervorgeht: 
22) Eir-rslr) = 0, 
eine Gleichung, welche wiederum (21.) zur Folge hat. 
Alle Bedingungen unserer Aufgabe sind demnach zurückgeführt auf 


die Bedingungen (18.), (19.), (22.) zwischen den (2p)’ ganzen Zahlen og, 0, 
r, s. Die aus den Grössen o, 0, s, r gebildete Determinante 


ae TE 5 
(!) (p) (!) (pP) 
OÖ 3 . 07 Ö $, * * [3 S, 
s en pP p f f 
(1 (p) (1 ‚(p) 
EEE ; EEE 
(1) (r) cl) (pP) 
0, os 0, N» rd N, 








hat in Folge der Relationen (18.),. (19.), (22.) den Werth +1. Man schliesst 
dies daraus, dass jedes System von 2p linearen Gleichungen, deren Coefli- 
cienten die Determinante S bilden, durch Anwendung der Relationen (18.), 
(19.). (22.) Auflösungen ohne Nenner liefern. 

Dies wäre nur dann möglich. wenn sämmtliche Unterdeterminanten 
von S durch S theilbar wären, dann aber müsste die Determinante der Unter- 
determinanten, die gleich S””" ist, durch S” theilbar sein, woraus die Richtig- 
keit der obigen Behauptung folgt. 

Die Anwendung dieser Eigenschaft der Determinanie S führt leicht 
zu einer zweiten Form der Gleichungen (18.), (19.), (22.): 
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U _U ON —_ 
x: (Si 0, Ze 0, 

PrAB ION 
Nenn) = 0, 

(23.) f (i) (i) 6) —(?)\ > > f] 
a (8,0, —-r, 0%) = O uzv, 
da | 
2. GI _LION —_ 1 

= (Su 04 u) 1 :. 


Wegen des späteren Gebrauchs fügen wir noch eine andere Form der Glei- 
chung (13.) bei, die sich mit Rücksicht auf die Bedeutung der Function f und 
der Grössen 4 (13.), (11’.) sofort ergiebt: 


(24) nio® = nis®— 3 0% a,. 
L 


Man erhält endlich leicht aus den Gleichungen (11.), (11’.), indem 
man für 5 die Werthe (7.) setzt, die Formel: 
1 


nit Es by, = Zefa, + FE M ba, 
t ‘ 2 4 ‘ 





welche mit einer von Herrn Kronecker a. a. ©. mitgelheilten Formel des Herrn 
Weierstrass übereinstimmt, aus der, wie alsbald gezeigt werden wird, sowohl 
die Grössen a durch die b als auch umgekehrt eindeutig bestimmt sind. 


$.2. 


Um vollständig sicher zu sein, dass die zwischen den Zahlen o, ©, 
r, s, aufgestellten Relationen genügen, ist noch zu zeigen, dass die Deter- 
minante der Grössen /, die durch (7.) definirt sind, nicht verschwinden kann, 
und dass auch die neuen Moduln a,, der Convergenzbedingung der 9-Function 
genügen. Ersteres lässt sich folgendermassen beweisen. 

Man setze, indem man die Grössen b,, in ihre reellen und imaginären 
Theile sondert: 


ey j BEER. r ’ » | 2 » » \ 
=b2,2, = Yıldı, 2a; ... %,)+ ip (81) 023 +. 2.) 


und nach der Voraussetzung kann %, für kein von Null verschiedenes reelles 
Werthsystem der &,, ©, ... x, Null oder positiv werden. 
Wenn nun die Determinante der 5 Null wäre, so liesse sich ein von 
Null verschiedenes Grössensystem /,-+m,i bestimmen, welches den Gleichungen 
genügt: 
= BY? ( u,+m,i) = VÖ. 


*) Ueber den Beweis der Existenz dieser Zahlsysteme und die Bestimmungs- 
weise derselben vgl. Clebsch und Gordan, Theorie der Abelschen Functionen. Kronecker, 
„Ueber bilıneare Formen“ Monatsbericht der Berliner Akademie vom 15. Oct. 1866, 
dieses Journal Bd. 68. 
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Hu) 


Setzt man hier die Werthe von /%* aus (7.) $. 1 ein und trennt das 


Reelle vom Imaginären, so ergeben sich die beiden Gleichungen: 


() en 7 > 0), 4) /, HA p { > 0%) m ) - Ä pr ( y' 0%“) A L 
7) 7- u i r # ) en aM y: 
| 25. } | y l ) ) N ) \ 
\ / f) A 
dla: dr om. t 2 gil2 Hu) Prl 0) Mu) 
AH 


Multiplieirt man diese AR mil zo) m,, zo 1, Bi summirt in Be- 


zug aul Ah, so folgt wegen (18.): 
(26. pi, < a ee 20, m,)+9ı (= N, El) =Vd. 
4 4 4 


Diese Gleichung kann aber, in Folge der über y, gemachten Voraus- 


setzung, nicht anders bestehen, als wenn 


zS om; sol, 
u , u 

für h=1.2,... p verschwinden, so dass aus (25.) folgt, dass auch: 
u 0%) m,. oV VL, 


* 
verschwinden müssen. Das a widerspricht der Bedingung S= +1, denn 
unter diesen Vorausselzungen würde S verschwinden müssen. 

Es kann also kein den gestellten Bedingungen genügendes Zahlen- 
system o, o nach (7.) ein System Coefficienten ? liefern, dessen Determinante 
verschwindet. Daraus folgt auch die oben behauptete eindeutige Bestimmbar- 
keit der Grössen a,,; durch die 5,;. 

Es ist ferner der Nachweis zu führen, dass die Function 


m, an 9 172 — Sa, T,T} 


u 
für alle reellen Werthe der x einen negativen reellen Theil hat, der für 
kein von Null verschiedenes Werthsystem verschwindet, wenn die Grössen 
a,,;, den obigen Bedingungen gemäss bestimmt sind. 
Man bestimme zu diesem Ende ein complexes Grössensystem Yı, Ya+ +-- 4, 
aus den Gleichungen: 
2) = a 


Aus der Definition der Grössen 4% in (11’.) ergiebt sich dann leicht die 


Gleichung: 


(28.) ur L, - Io ua ©.) + um, ®, e) Le ... TC, Bazn == ki’ yy 


Setzt man hierin: 
yY = Yıtiyn, 


A) _ AG . ,ı)ır 
I =. BR +12P), Pr 


= LER", bu but iblh, 
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so folgt aus (27.) 





. : y/ AU) „,' JG) 
| L,; m 7 Y, =. PD, Yu,» 
29.) 
Ren 0 — F(AO u AD" u 
0 = Er" yi) 
l 
Ku) __ (u#) | (u) 
m’ = "+ 5 - 07 bi; 
zu)! TR ” = y „( u) h., 
(30.) (PM PER 
(u I at Ze (u) 
at = - b., 8"), 
ku" — ri) 1 + - b, si), 
woraus leicht die Relationen hervorgehen: 
+ ! ut 
1 | Ku) A" _ kt" )’ ) 0. 
I 
’ ” /E 7} ai ıYy? (u Zj Hı ! E 
(31.) Ss ra y k', | 3“ Zus 0, 
dd 
5 k‘ zu en ki)" A" b,, s 





Die Gleichung (28.) liefert nun durch Trennung des Reellen und Imaginären 
mit Hülfe von (29.) 


v (x, ee 2.) — zE% Dal 7)" y; y, Hl)" A Bu? y. 
PT ya RP ya Yya- 
Diese Gleichung aber geht mit Benutzung von (31.), (29.), (30.) über in 
folgende: 
33.) wlan. 2) zb, YyıtYyn9%; ) = YılYı: 924-9) PılYısY25+--%, 


Damit ist der Beweis geführt; denn in Folge der über g, gemachten 
Voraussetzung kann die rechte Seite niemals positiv werden noch auch Null. 
es sei denn dass sämmtliche y', y’ und mithin sämmtliche x verschwinden. 

Ich schliesse hier den Beweis eines Salzes über die Function f an. 


von der später Gebrauch zu machen ist. Die Function 


f(wı,%:,...0,) = 3&c, 0,0; 
Por 
möge durch die Substitutionen: 
(33.) = | I) u 
übergehen in: 
(33°.) Fass...) = ZECjhe,W. 
er 


Mit Rücksicht auf (16.) und (7.) $. 1 erhält man: 


u \ 1 f) 1 n, a} 1 . { } 
(34.) Ü, En ;(*) 094 — BE: S b,, BE u z‘ ) 
nt ii (ni)? ; ii Ä 
Journal für Mathematik Bd. LXXIV. Heft 1. 0 
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und. folelich 


= . 1 u x . 2 
35.) Fiunstn. ) = EEE N + EZ bu oo) u,S ot u,. 
ı Mm ix, (zi)" ih Z Tu z 


Daraus geht hervor. dass für reelle Werthe von #,, 5, ... a, die Funclion 
F' einen wesentlich positiven reellen Theil besitzt, dass derselbe aber für ein 
von Null verschiedenes reelles Werthsystem der « verschwinden kann, falls 


die Determinanle 
de = Z+raolol)...otP 
verschwindet, aber auch nur unter dieser Voraussetzung. 
Auf dieselbe Weise lässt sich mit Hülfe der Formeln (16.), (24.) zeigen. 
dass die Function f(w,.%s,... @,) für reelle Werthe von w einen reellen 
Theil besitzt von gleichem Zeichen wie der der Function I NYa,w,w,, woraus 


“„ 4 


dann folgt, dass die Functionen f(w,., ©, ... w,) und Fa, ,®%....a,) für reelle 
Werthe resp. der w und der « reelle Theile von entgegengesetzten Vor- 


zeichen haben. 
$. 3. 
Die Schwierigkeit besteht nun in der Bestimmung der Constanten T in 
der Gleichung (14.) $.1. Setzt man zu diesem Ende in (14.) für die 9- 
Funetionen die unendlichen Reihen ein, ersetzt w,, %,... «, durch öw,. in, ... iu, 
und dem entsprechend w,. %s, ... , durch iw,., iw,, ... w,, so lässt sich 


der Gleichung folgende Form geben: 


ke . e" Ei. a u 2 hf h,) 
\ BEER 
Le Sich SBa,(h,+ie) (+43) + FE hu 
mn Rn. \ j 
| =; —1) t e’ / l 4 
Ki 
worin zur Abkürzung gesetzt ist: 
. B a a u u vl ),y Bil w f ae 
v f(wı, %2,...0,) + Phi, Ray... R,)- ish, = &,(u,4 len), 
+) * . 
ei, plhı,din,...h,)=SSb,h,h;, 
z FA 


wenn man die » nach den Formeln (6. $. 1 durch die x» ausdrückt. Da- 
durch geht w über in: 


3.) v=—-Fiu,%,...u)+p(hı.hr,...h)tigu(? =h,: 39 _E)—k ıZ lee. 


Setzt man zur Abkürzune: 
v=vw(m+m2,%+m,7,...u,+m,n, Rı,f2,...h,), 
{ ” / 


ur" Di ‚Rh+l.%R+b....h,+/l), 


I - l u / / 





ei. 
a | 
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worin: 

(4.) = Zm,0)’ 
und die Grössen m beliebige ganze Zahlen sind, so ergiebt eine leichte Rech- 
nung, dass ı""" sich von ıy' nur durch ein Vielfaches von 27; unterscheidet, also: 

9.) w—-w" = Alni, 
wenn ZL eine ganze Zahl bedeutet. 
Es soll von nun an zuerst die Annahme gemacht werden, dass die De- 


terminante 
6.) d = Zt”... oW) 
nicht verschwinde. 
Integrirt man dann die Gleichung (1.) nach allen « zwischen den 
Grenzen O und ı, so fallen rechts alle Glieder heraus, in denen nicht sämmil- 


liche % gleich Null sind, und man erhält: 
PP: d,)» 18,8 | ’z fen ‚7 
Ar : = 3% / / IE ; e” du, du,...du,. 
huhych,  % © 
Setzt man nun in der Summe der rechten Seite: 
8), ne Zu" +1, 


so erhält man, wie weiter unten gezeigt werden soll ($. 6), alle möglichen 


Zahlensysteme A,. hr, ... h, und jedes genau (J)’”' Mal, wenn man die 
Ms My, ... m, alle Zahlenwerthe von —x bis +, und die A,. Au, ... 4 


von einander unabhängig je ein vollständiges Restsystem nach dem Modul d 
durchlaufen lässt und unter (Öd) den positiven Werth der Determinante d ver- 
steht. Die Anwendung der Gleichung (5.) auf (7.) ergiebt demnach: 
PPNFTRT 

\ Tr’ e ze 

(9.) ! 


1 ’+% Loop +xX . i - 
= 5 u er Un Ya oo Up, A An An) A, du... du 
f —1 . R u l > 
(0 I En u en « « 
\ hr u ne ine ni 


eine Gleichung, die wegen der im vorigen Paragraphen bewiesenen Eigen- 


schaft der Funetion Fia,.%,,...”,) statthaft ist, in welcher sich die Summen 
nach den 4,, 4,, .. . 4, je auf ein beliebiges vollständiges Restsystem nach 


dem Modul d erstrecken. 
Die in (9.) vorkommenden Integrale können nun ausgeführt werden 


mittelst eines Satzes aus der Theorie der bestimmten Integrale. 


(10.) A\Wıs Daa... 0,) 21 a Ü,,T,7; 
Ü * 
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eine Function, welche für reelle Werthe der Veränderlichen x einen positiven 
reellen Theil hat, der für kein von Null verschiedenes Werthsystem der x 
verschwindet. Man hat dann: 


4% rer: >_L.on (8,0... 9)" - 9.67 m; mir Zm;n; 
(11.) f / Re | e N dx, dx....de, = - e' 
* « « 5 pP Y D ? 
/ T. 


LS 


wenn man die Grössen », durch Auflösung der linearen Gleichungen bestimmt: 
(12.) ix (m) — m;. 
Es bedeutet darin D die Determinante der Function x, also: 


PER. °; 
D= 2+0,0n..0,- 


Das Vorzeichen der Wurzel wird auf folgende Art bestimmt: 
Man setze: 
D, Urs D; — + 04,0n, ar D,=Z+0,0n...C> u B D =D; 
dann muss in der Formel (11.) gesetzt werden: 
I 'D Di 


[3 D N} 2 
vD V D, D, D, D, 


wo rechts die Wurzeln alle so zu nehmen sind, dass die reellen Theile positiv 
werden. Diese Bestimmung des Vorzeichens ist unter allen Umständen völlig 
unzweidentig; denn nach den über 7 gemachten Voraussetzungen kann keine 
der Grössen D,, D,, ... D, verschwinden, und keine der Grössen 18 
D D,_; ) 


2 reell und neealiv sein. 
D D, galiv 


E) 


Diesen Salz kann man nun anwenden auf die Formel (9.), wodurch 
man foleenden Ausdruck für die Constante T erhält: 





Er 0 a z Pr . . BR 
2 R 7 ip a lriezei UIPXITH PA sk A,)- En (3 A,PO_4E) 
14 l - “oe hr % > i h 

| 7 € 
ydAlo)ı SE aa ’ 

- P 

worin das Vorzeichen zu bestimmen ist mittelst der Gleichung: 
15.) y — w.# 2] ERRRR I-ı 
y: vd, d, 14, r 4, 


wenn die reellen Theile der Wurzeln auf der rechten Seite positiv genommen 
werden. und gesetzt ist: 


16) A=0, A=23+0,0, A=Zrlnlnn Cu, >= Zrlhr.. C 


-- /]2} +... pp * 
Die Grössen (C,, sind in (94.) $.2 angegeben. Endlich hat man noch die 
Coeflicienten x, zu bestimmen aus den Gleichungen: 


€ 


‘ ' 


az \ .. > 
IF'\n) = F1,B® - 


Ve 


Ir 
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oder entwickelt: 


- . v/Mi dh ot . a . 
(17.) SE m 00 nn, = 3 u,ß9 —Inie,. 
| nk BEE 2 


Die Auflösung dieser Gleichungen ergiebt: 


7 ) e# / h ” \ 
18) m, SOME N EN NR 


| 
D) ! 1 > 


wo die Grössen dY die Unterdeterminanten von d sind. Substituirt man 


diese Ausdrücke in (14.), so folgt mit Benutzung der Relation: 


f \ v /dek (A v Del 
(19.) sp; )‘ =D Im 


die sich aus (17.) $.1 ergiebt: 


ı y HR . 

s . ee, 2 . > SR % VodA) g €; 

rs Ar? or u au A 
n:a’y/. Öl 1 

(20.) if 
Ä | ri 02 ri 

— EYNö) oh} ,A,- u wor 

EIERN De 6 ET 

- u € 
Aı Ay «Ay 
Es haben wie in (14.). auch hier die 4,. A. ... ,, je ein vollständiges 


Resisystem nach dem Modul Öd zu durchlaufen. 

Die in (20.) vorkommende Summe lässt sich nun zunächst für den 
Fall eines ungeraden d auf die Form der Summen bringen, die ich in meiner 
Abhandlung .,‚über die mehrfachen Gaussischen Summen“ behandelt habe. 


Man schliesst leicht aus der identischen Gleichung: 


ZINN = 33309 IV u 
' "8 
auf die Congruenz: 
EINEM —- 0 :, 0 (mod. 2 
Ä 


und daraus unter der Voraussetzung eines ungeraden d: 


‘ 4 h 1 (A . 
21) 4 = 2200 (mod. 2). 


L 
In der Formel (20.) dürfen nun für die e die Werthe auf der rechten Seite 
der Gongruenz (21.) gesetzt werden. 


Macht man diese Substitution in (20.), so ergiebt sich: 


IN g€ 
? ' . n x . We /,\ 1 
Ne IM EEEIN GM; 
| ‘ ( ) j ‚ / 1 | { Sf { 
aryd(oypn 
22.) 
\@@. RER GE vu TREU: DEE 
NEFIVGNA A, tm N EMO A, 
| Yy e %) u.» fi ) f \ ; 
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Da nun nach der Voraussetzung d ungerade ist, so lassen sich immer 
zwei Zahlensysteme m,;, /,, bestimmen, so dass: 


Mh) ach) —_ 
za F% 0 = m, da, 
MT Mia, Ver Yin: 

Substituirt man dies in (22.) und beachtet, dass 


Sm. 4h--0&m,;h, 
k ı i 


x) 


immer eine gerade Zahl ist, so nimmt (22.) folgende Form an: 





My 
D ma n v v h hY.olk 
en > > uk Bde 
= En e 
a | u 
| 2rri " 
u 5 zeruhl “ii 
< m .8 . 
I 


worin jedoch zu setzen ist: 
25.) &= oder = 221 EDER (mod. 8). 


ı 


Die Summe in (24.) kann nach den in der erwähnten Abhandlung ge- 
gebenen Regeln bestimmt werden. 

Diese Betrachtungsweise ist nicht mehr zutreffend in dem Falle, wo 
d eine gerade Zahl ist. Für diesen Fall kann man folgenden Weg ein- 
schlagen, der auch für ein ungerades Ö noch gültig bleibt. Man kann unter 
allen Umständen ein Zahlensystem u,, 4, ... 4, bestimmen, das aus den 


Zahlen O0, 1 gebildet sein kann, welches der Congruenz genügt: 


f > -(8) I it j )\ mn 
(26.) 0 + ut + ou, (mod. 2), ER Pe ne p: 





Um diese Behauptung zu beweisen, setze man 
7) ze Pr tofnt-+oPr, (mod. 2) 


und führe zur Abkürzung die Bezeichnung ein: 


zo = [hi]. 


-_——. 
pe) 
nn 
mn 


(28) [%,:]=[i %], i,:])=e (mod.2). 

Demnach erhält man zur Bestimmung der Zahlen » folgende Congruenzen. 
modulo 2: 

[1,1], +[1, 2]»+ -+[1,pJv, = 11,1], 

2. 1]v,+[2, 2])v:+ + [2, Pl, == ui u 


\[p, 1]vı+ [p, 2]v;+ + [p, a ag 


(29.) 
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Es ist nachzuweisen, dass diese Congruenzen unter allen Umständen gelöst 
werden können; denn sind diese gelöst, so sind (27.) die Lösungen von 
26.). Man kann annehmen, dass eine der Grössen [1.1]. [2,2]. ... [p, p]- 
etwa [1.1] ungerade sei; denn sind alle diese Grössen gerade, so sind die 


eo) 


Congruenzen (29.) erfüllt, wenn sämmlliche » gerade Zahlen sind. 
Ist also [1, 1] ungerade, so setze man 


30.) » 1,2]»,+[1, 3] + +[1, plv,; +1. 
wodurch das System (29.) übergeht in folgendes 
([2,2]+[1,2])r: + ([2,3]+11,.2] 11,3) 5;+ + ([2,p]+11,2] 11, pP], 


[2,2]+11,2], 
31.) 
7 HEATH RB E10 Dt pH) 


Die Lösungen von (31.) zusammen mil '30,) geben die Lösungen von (29.). 
Es ist aber (31.) von derselben Form wie (29.); nur enthält es eine Con- 
sruenz und eine Unbekannte weniger. Der Beweis ergiebt sich demnach durch 
den Schluss von p—1 auf p, da eine Congruenz wie 
[p,plv, = [p,p] (mod. 2) 

stets lösbar ist. 

Hat man diesen Bedingungen gemäss die Grössen 4,, ia, ... 1, be- 
stimmt, so selze man in (20.) für die &, &.... &, die diesen nach (26. 
congruenten Ausdrücke, wodurch man erhält: 


5’ y (ı) 
ı > 38.0 u; 


ee 4 EFF SO 0) u, 
' T — nt .—— ( u. 73 " 
— — 
rap ' i 
(39 72 V. /{ (9) 
U. . 
zur ' ’ ir 
# -3232 00 0‘ Ah, + niNi,u, 
=: PER l 
0 RER . 


\ 


4 


also eine Summe, die nach $. 10 der Abhandlung über die mehrfachen Gauss- 


ischen Reihen bestimmt werden kann. 


S. 4. 
Es ist vielleicht nieht ohne Interesse. die Anwendbarkeit unserer Me- 


Ihode an einem Zahlenbeispiel zu zeigen. Wir beschränken uns dabei auf 


zwei Veränderliche und wählen für das Zahlensystem 0, o, r, s folgende Zahlen: 
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A—=8, ud <> SoEEEEE DIE 2 5 ill, 


o\') i 20, 0) . T. | s,' nu — 20. 6”) re 1. 





























































eo) = 22, ri | Pan rn’ =%8, 

08?’ = — 124, 0% = 43, = —124, r” =6, 
welche, wie man leicht sieht, den Bedingungen des $. 1 genügen. Die De- 
terminanlte d ist eine ungerade Primzahl: 

od — 181. 
Es ist ferner: 
st, & h a yi 1 =0(, (mod.2), 

und nach der Bestimmung (25.) in 8.9 1i 


€, 2. &, u a Ss). 
Ferner ist 


a IN.) = 1274, 


ver — ns INN — —8, 
30) = 1121. 
h r 


Danach erhält man für die Grössen y ($. 3) 


Yı=S, Ya=4, Yr = —108, 
ZEIG se, = —1 (mod. 8). 
ne 


Es ist jetzt die Summe zu bestimmen: 


Zi Fr 2 u 98 Son 
(871°?-- 2.44 4, — 1084?) 
481 \ en: ak. 2 

Er 
A ” u e - 
a, 


wo 4,,. A, von einander unabhängig je ein vollständiges Restsystem nach dem 
Primzahlmodul 151 zu durchlaufen haben. Die Determinante D der quadra- 
tischen Form im Exponenten hat den Werth: 

D = - 9412 = — 52.181, 
ist also durch 181 theilbar (was übrigens eine allgemeine Eigenschaft aller 
der hier in Frage kommenden Reihen ist). Die Summe S ergiebt sich also 
nach ($. 4) der eilirten über die mehrfachen Gaussischen Summen: 


ar 
\ 


RT nn 
(5 r) Eee 


DD. 


SS = 


>) if, 


# \ 
| 
So .— 


also 


181?. 
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Es folgt also: 


7 _ YHa+oyst 


Die Wurzeln im Zähler sind positiv zu nehmen, y./ so, dass der reelle Theil 
positiv wird *). 
Nach (34.) $.2 
I= 





22) RO) N 
el a Di 


folglich: 





T Vvad+i) 
= DAAD) 


Um alle für die Transformation nothwendigen Formeln zusammenzustellen. 





fügen wir noch an: 
ip) — 22ni+3b1n—20b,, Mi = I6hri+ 8b, + Tb. 
ip» = —124ni+ 3b, —20b,, ip? = 43ni+ 8b, + 7b; 


od — PP oO) — JE Pe? . 
a 7327. 07.08 a TRBD— IPB? 











as» Zum — AP) oO — pP u. 

’ AU BR) — BO) AD ? 2 BD, BE BD — IE Z 
kK®—  29ni+4b,—20b,. kO — 28704 4b1+ br, 
k) — —124ni + 4b,, — 20b.; . k)—= 6ni+4b,-+ ba; 


PORD- BORD 
BR — 0 )50) ? 


l r 2 
EC) — ZOO) DEM kW 
d.. = ad La) ki) u aa 4 ad) — Ta hd PK, Zum u h HAAS _ 
ne kr 2 TOD —- BOT 7 ADD — ION ? 
— ADD + ADC) 


Lu 07 


Es sind also die Moduln der neuen 9-Function gebrochene Functionen der 


a1 = af’k( + ah) 








dan = ad) + amd) . 


Moduln der ursprünglichen, deren Zähler und Nenner vom zweiten Grade sind. 


Endlich hat man noch: 
H21rri + 181b,, 





an BRIAN ’ 
ni Smi—1SIb, 
Cı2 u ae en (AAO — L By a7: 03) ’ 


1274ri + 1S1b, 
a CR AA) 





*) Diese Bestimmungsweise trıfft nur im Falle zweier Veränderlichen allgemein 
denn das Product aus zwei Wurzeln mit positiv reellem Theil hat, wenn die 
Grössen unter dem Wurzelzeichen selbst positive reelle Theile besitzen, selbst einen 
positiven reellen Theil (vgl. $. 5). 
Journal für Mathematik Bd. LXNIV. Heft 1. 10 
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Diese Werthe hat man in die endliche Translormationsformel zu substituiren : 


> 1 GE di 2 
ce ,w' + 2c ,ww,-+ c,,@: 
BIETET TRET U EED , WD 
| A: a0, (n (2) { 


| 
Op, te ”w.; a). 


Als Beispiel für eine geradzahlige Determinante wählen wir folgendes: 


D=17, 09-14, |! = —-14, 92, 


5! 5. or) 5 | s(" 0 s(”) ’- 
El 7, | = wer; 
0’ = WU, 0’ — 41. ri) 24, nn’ =)» 


Die Bedingungen des $. I sind für dieses Zahlensystem befriedigt. Es ist: 
) 5 = 3.3.11, 
set, 8Er, set, 8: (mod.2), 
und man eenüet den Coneruenzen: 
l = 1lu,+5u,., 


mod. 2) 
0 = 14u, + Su; 


durch die Annahme: 


ferner: 


y ge ) oa) u 35. 


Um nun T nach der Formel (32.) $.3 zu bestimmen hat man: 


1232325 ol’ u,u 
E A l. 


A-1 04 2,4 il A,) reih, 
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u | 
= 


Diese zerfällt nach $. 10 meiner Arbeit über die mehrfachen Gaussischen 
Summen in die beiden folgenden: 


ri 


(531° — 704, 1, — 277% (4.532? 2,704, 4,— 2772 
x 6b x „66° D, 
u e 1 di e 
Ask hıyda 


Nach $. 3 der erwähnten Abhandlung zerfällt jede dieser Summen in das 
Produet von drei anderen. Wenn man sich der dort gebrauchten Bezeichnung 
bedient, und die Coefficienten in der quadratischen Form der Exponenten auf 
ihre kleinsten Reste nach den betreffenden Moduln redueirt. so ist die erste 


der obigen Summen: 


1, —1 1, —1 9, —2 
BR m | | Se 
22 1.1) 9) 4 _g 3.0 pP 9. _0| 11.11 
die zweile: 
.|% 0 PR Ei a 3, —4, 
EV n _ EP RE 
Nach den $$. 4 und 9 der eitirten Abhandlung ist aber: 
Aurel, Pe 
N Re EN 
PERL. Ach Fr 
RR PR N \ 
f I_9, N 3. 3 9°. 
34 RR 7 
Pig a (11,11) = (Ast? = 411° 
Demnach ergiebt sich der Werth von T 
T- BAD _ 


Y— (20) BO — 39 30) 


ıı s I l EN 


wo die Wurzel im Nenner mit positivem reellem Theil zu nehmen ist. 


$.5. 
Es bleibt noch der Fall zu erledigen, wo die Determinante Ö der 
Zahlen o den Werth Null hat. Das Problem redueirt sich dann. allgemein 
zu reden, auf ein einfacheres,. d. h. auf die Bestimmung einer Summe von 


minderer Vielfachheit. 


10 * 
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is lässt sich in diesem Fall ein Zahlensystem e{* bestimmen, mit der 
Determinante +1, welches die Eigenschaft hat, dass 
(1.) Sei. 0%) = AM, 
i 
A, =0, falls g<k<p, 
und die Determinante 
De 
von Null verschieden ist. Hierin ist q eine von der Natur der Zahlen o ab- 
hängige unter p gelegene Zahl. 
’erner lässt sich ein zweites Zahlensystem g‘ bestimmen, dessen 
Determinante ebenfalls +1 ist, mit der Eigenschaft: 


2) 2 =, 
a)’ = 0, falls << k<p, 
so dass die Determinante 
d = Z+a” a ...a® 


nicht verschwindet RE 


Es sollen in der Folge mit [e{”], [g!”] die Unterdeterminanten der 
Determinanten: 


v 1 2 ) 
>. <ta’e&’...ef = +1, 
% .) | 5) 
x (1) „) EPF kan 
IN+g! 9... 


bezeichnei werden, ferner mit d“) die Unterdeterminanten von d und eine 
Summe, die sich nur auf die Indices 1. 2, 3, ... gq erstreckt, mit I”, 
Man setze ferner: 


| B® Rn So oe, 
| 9 _ BOT %) _ VAN „oO 
tb" = ZB’, B’=2&b’g”, 


wo das obere oder untere Zeichen zit jenachdem die Determinante I+gi ’g2 ...g\” 
den Werth +1 oder —1 hat. Aus den Gleichungen (18.) $.1 ergeben sich 
dann leicht foleende Relationen: 


5.) ‚(BO AN — BY) A») = 9, ’ 
also: 


(6.) ZA B® = 0 k>q. 


*) Der Beweis dieser Behauptung sowie die Bestimmungsweise der Zahlensysteme 
e, g wird weiter unten ($. 6) nachgetragen werden. 
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Aus der letzteren Gleichung folgt mit Rücksicht auf die Definition von AU”, B®: 


(7.) ze: 0 (mod.2) kg, 
und ebenso aus (1.). (2.), (4.): 
(7) Ze: Ds AYB = 2 a‘) b\) (mod. 2) kg. 
Aus (D.), (6.) erhält man mittelst (2.) und (4.): 
8.) ZIP —- a9) = 0, 
also: | 
oe io WE ei 


q 


woraus weiter folgt: 
KA a A nt BEE ind 
Es lässt sich ferner nachweisen, dass die Determinanien: 


11.) z+B649...B@,; z+5@.,.b0 


/ 


von Null verschieden sind. 
Es folgt zunächst aus (19.) $.1: 


33) er ii > 
Wenn nun ein von Null verschiedenes Zahlensystem m,;ı, -.. m, existiren 


würde, so dass 

‚ButDdi ++m,B#’ = 0 kg, 
so müsste in Folge der Gleichungen (6.) diese Gleichung für alle %# erfüllt 
sein, und aus (12.) würde folgen: 


Met tm,e” = 0 


für alle «, was gegen die Voraussetzung ist, dass die Determinante der e 


den Werth +1 habe. Es verschwindet also nicht die erste Determinante (11.). 
Ebenso lässt es sich von der zweilen Determinante zeigen, wenn man die 
aus (12.) folgende Gleichung benutzt: 


l 


pP 
(13.) R. bi" >g I ge dh ei), 
N g+! 


Man mache nun in der Formel (1.) $.3 die Substitution: 
u.==<S eo), 
h 
wodurch die Function w übergeht in folgende: 


Vin lan... oz Bryan... A 


P- 
(14.) | Wr EL $ 
= 9, RM, 0, dar. a) vı22 h,Bi - Ze} &). 
e I=g7 k ! 
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worin: 


“ (Ploız rs... 95 Riley... h,) = Be A Prp(huslr,...h, 
ed, f . . s v 7 F r . 
HEWRSEhP: TO Sei &)- Inides, 
q i 
i “ “ “ \ _— wi y’ Y y8 “ 
1v,, 0 .©,) an R; Ü,,0,0,, 
) 4 
» Io . ! y Ar) 5 Ch) eh) 
16. a sun“ i 7 ei Pi 
| ! u v ‚ ] 1 en 
| = 1 vw“. b,, Aw) 1) We: AP) BY 
Mi’: Bi A a" 
Wenn man jetzt wie früher die Formel (1.) $.3 nach sämmtlichen 
®)s ©» ... v, zwischen den Grenzen 0 und z integrirt, so lassen sich links 


741% ©, ausführen, und sämmtliche Glieder geben 


den Werth Null mit Ausnahme derer, für die: 
(17.) 2&h,B\ ee =d I>gq 
j k 
ist, die bei jeder Integration den Werth a ergeben. Es folgt daraus un- 


die Integralionen nach © 


mittelbar: 


L 1 u ler) j 7 %7 7 
(18.) Te * + = =, I) ef e' dv, dv,...dv,, 
ee: 2 0 0 ut 


worin die Summe rechter Hand über alle ganzzahligen Werthe der h,, h,.... h, 
zu erstrecken ist, die der Bedingung (17.) genügen. 
Selzt man 


(19) = k+&'m, A 


und nimmt an: 


20) Ze, =-0 I, 


2 


was wegen (7.) freisteht, so redueirt sich die Bedingung (17.) auf: 


(21. 3 1,BV — 0 E -q. 
ı 


Endlich selze man: 
9 "a, el. zZ h,= 2 A 


so dass jedem ganzzahligen Werthsystem der h, 4 ein ganzzahliges Werth- 


system der /, « entspricht und umgekehrt. Dann folgt aus (19.) 
- L „= (?) .< 
92.) ' I; 4x 1 . m, di, hi ae Q, 
! I, =. ii k => g; 
und die Bedingung (17.), (21.) wird wegen der Eigenschaften der Grössen b(': 


(23.) u, Ye 0, B.12 = 0, 4.4 U, —— 0. 


7 
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are 


Man erhält also alle in der Formel (16.) vorkommenden Zahlensysieme 
hi» Ars ... h,, und jedes (d)’” mal (unter (d) den posiliven Werth von d 
verstanden), wenn man für m,, my. ... m, alle möglichen ganzen Zahlen setzt. 
und 4, its ... 4, je ein vollständiges Resisysiem nach dem Modul d durch- 
laufen lässt *). 

Nun hat die Function p die Eigenschaft. wenn man für A. in. ... 4 


die Werthe (19.) setzt, dass 
»(01, 0% :.:0, Au. M) PH FM, HMT,... 0, -M,T, Aydan... A 
ein eanzes Vielfaches von 27 ist. und demnach geht die Formel 18.) in 


folgende über: 


ı ge > A,; e, & 


4 u 


\ IT n!e Pr b 
1 " ıı ıı-% + & n(9 a. u D - 3 A a 00% . ) 
Ba IN an der...de,, 
(d)‘ hu, den An we Mn 
J I. FL 


worin die Werthsysteme, welche die 4,. A, ... A, zu durchlaufen haben, in 


I 


24. 





| der oben angegebenen Weise zu bestimmen sind. 
Die Integration lässt sich in derselben Weise wie in $.3 ausführen. 


und man erhält: 


v v = 1 4 a 
ww 37 1 5 2 Qa.18x lin Deere 
\ T — FREE n e BA 4 h 
95 (de! yA' 
! = B [ N v v (h), N ah) 
| f (A, Air ... An) _—— D’n. (Be (Ar Pı 5 
%y' r E ) 7 K 
— “ £ 
Adna hy) 


A bedeutet die Determinante der Function f. und das Vorzeichen der 
Wurzel y.f’ ist in der Weise zu bestimmen, wie es in $.3 gezeigt wurde. 
Die Grössen », werden durch Auflösung der linearen Gleichungen bestimmt: 


(26.) h f' \ n;) — a ei” e.) hy Pr’— 4 €, C 
denen sich leicht mit Rücksicht auf die Relationen /21.) zwischen den / die 
Form veben lässt: 


ud vr ; R y x :) (k) 
7) — FE a®dn- u +l32 ge = 0. 
Zu ı 7 7 > 


Substituirt man die daraus sich ergebenden Werthe von », in (25.). so folgt 


durch eine Rechnung, die der in $. 3 durchaus ähnlich ist, für T der Ausdruck: 








Ss0 Weber, über die unendlich vielen Formen der #- Function. 





eh >32 wir HzE“ € 22 deals s() 
as  gE Ta ar —1) ° | 
.: Hi, Hay ve» u ! 
wo jetzt die Grössen w,, 42, ... u, von einander unabhängig je ein voll- 


ständiges Restsystem nach dem Modul d zu durchlaufen haben. 
Unter der Voraussetzung nun, dass d ungerade ist, kann man wie in 


$.3 schliessen, dass: 
(29) Ze). = z2'd ba” (mod. 2) hg; 


wie sich aus (7'.) ergiebt. 
Es dürfen daher in der Formel (28.) für die Summen Z&e$’s, geradezu 
die Grössen auf der rechten Seite von (29.) gesetzt werden; darnach geht 


aus (28.) hervor: 


! 


Si, A) 2 5 
ei _ NND N dADdEDgyN de, 
u 1) : RETTEN N 


(30.) |r- ahy day © | 
| - TELLER ut 


lm 





e x v I A 
< SS ee ü 


Kulsefg 


und wenn man endlich die Grössen y,, aus den Gleichungen bestimmt: 
(31.) 2.) bi — m„,d—?2y,, 


so folgt genau wie oben: 


N Zi 

nt MEZEENPMINE 5 TEL ramen 

29) u. Zus 20, +" POSTEN ihk 

(32.) u? vI(dye-! € Unkaye Ug e . 

Hier wird nun wieder die Summe nach den angeeeebenen Reeeln oefunden. 
geg g g 


Es sind aber die & jetzt aus den Congruenzen zu bestimmen: 
Se), = ='2'dj bi) a) (mod. 8) lg, 
Se). = 0 (mod. 8) I>g. 


Für den Fall eines geraden d führt auch hier der in $.3 eingeschlagene 
Weg zum Ziele, wie man ohne besonderen Beweis übersieht. 
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$. 6. 
Es ist oben von zwei Sälzen Gebrauch gemacht worden, die sich auf 
Systeme linearer Gleichungen mit ganzzahligen Coefficienten beziehen, die 
vielleicht in dieser Form nicht bekannt sein dürften. und deren Beweise daher 
hier kurz nachgetragen werden sollen. 
Der erste dieser Sätze, von dem in $.3 und $.5 eine Anwendung 
gemacht wurde, lautet: 
Wenn ein System linearer Gleichungen vorliegt: 
1.) ,=m ol’ +m,o”+...+ m,.‚”+4, i=1,2,...p, 
dessen Determinante: 
(2.) de = Frl! oN) ,.. o® 


pP 
von Null verschieden ist, so erhält man jedes Zahlensystem A,. hy. ... h, 
« E I 
und zwar jedes (d')’”'mal, wenn man für m,. m»,... m, alle möglichen ganzen 
Zahlen setzt, und A,, 42, .... 4, von einander unabhängig je ein vollständiges 


Resisystem nach dem Modul d durchlaufen lässt. 

Zu diesem Beweise bemerken wir zunächst, dass es geslaltet ist, für 
die m jede beliebige Substitution mit der Determinanie +1 zu machen, denn 
was von den m gilt, gilt auch von den dadurch neu eingeführten Zahlen und 


umgekehrt. 
Setzt man also: 
m, =Nı, Mı—N 1 - N,» mM; = N;. er m, = N, ö 
was, wenn r eine beliebige Zahl ist, eine Substitution dieser Art ist, so geht 
aus (1.) hervor: 
(1) hA=m (Hr) ++ +n,ol)+,. 


Man schliesst hieraus, dass man das System der Coeffiecienten des Systems (1.): 


DD, ... 0 
2 
3.) | 0, LurEEeeEr 
| M) 40) (p) 
\9,, 0,2... 0% 


dadurch verändern darf, dass man zu irgend einer Verticalreihe eine mit einem 
beliebigen Factor multiplieirte andere Verticalreihe hinzufügt, wodurch auch 
die Determinante Öd nicht geändert wird. 

Durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens lässt sich das System 


(3.) auf die Form bringen: 
Journal für Mathematik Bd. LXXIV. Heft 1. 11 
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A» %, 9%, ..0 


A, A, 0, ei 0 
(4) NA, AP, A, ... 0 


vr LT ME 
Die Zahlen A,, As, ... A, findet man nach dem Algorithmus des grössten 
gemeinschaftlichen Theilers von einem System Zahlen, so dass A, der grösste 
Theiler von o{’, 0°, ... o/P ist. Es wird dann auch: 

d = A, 4,...A,; 


woraus folgt, dass keine von den Grössen A,, A:, ... A, verschwinden kann. 
Unser Satz ist also nur noch zu beweisen für das System: 


h, = k,+ Am. 
h, = + A)” m, + A,m, , 


h, = 1,+ A’ m + A,’ m; + -+A,m,. 
Setzt man hierin, indem man unter 9,, @2,.... @,_, Vorläufig unbestimmte 
Zahlen versteht: 


1) 


m, = A,A;... A, +0, 
u A,...A,R.+0:, 
m, = A,n,—\T+0,-1; 
m, = N... 


so geht das System (1°.) über in folgendes: 
hh = h,+ A014 Aı A:... A,n,, 
BR: I) l 
\2. — bs + 4|\ ä 0, = A, 0; == A‘ A. .. A,n, + A, 4A;. . A, N; , 


(1°.) [3 [2 [3 * [3 . . [2 . 
Mn LAUWA _LA® AP) 
[h en A, i rn 0, 4 092+ +4} 0,—1 
AU, ) 2); | | 
+ A, A} A;3...A,n,+ A,’ As... A,n: En A,n,. 

Hält man zunächst die Zahlen @,. @:, ... @,-ı fest, so kann man für jedes 
Zahlensystem h,, hr, ... h, eine Lösung des Systems (1°.) finden, wenn man 
4, aus einem vollständigen Restsystem modulo A, A2...A,, 

Ir - _ -_ _ modulo Az... A,; 

h, - - . _ modulo A 


pP? 
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entnimmt. Sind für die A bestimmte Resisysteme festgesetzt. so erhält man 


auch nur je eine Lösung; denn gäbe es eine zweile nı. m.» ... n,, denen 
die Werthe A,, A,, ... 4, entsprechen, so würde daraus folgen: 


0 = 4-4+A4...4,m-n)), 


0 a hy — hı- A; A;... A, (m —n,) + A, A 


0 = 4,—4,+4,ArA:... A,(n, —Nn,)+ + A,(n,— n, 


pP}? 


also müsste sein: 


,—-h=0 (mod. A, A;...A,), 
n BE / i \ 
,—h, = 0 (mod. A,...A,)> 
1 — 1 = f A \ 
Aur-, =.0 (mod. A,); 


daraus folgt 4, =4, und ferner »,=n»,. Hat man nun alle Zahlensysteme n, 
so ergeben sich nach (5.) daraus alle Zahlensysteme m, wenn man 


9, ein vollständiges Restsystem (mod. A, A;...A,), 
&% - _ _ (mod. 4A;...A,), 
0,-1 - _ _ (mod. A,) 


durchlaufen lässt. Dann erhält man aber jedes Zahlensystem A,, hy, ... Ah 
in Ay. A3. Ay... ART" verschiedenen Darstellungen. 
Lässt man nun alle # Restsysteme nach dem Modul d durchlaufen, so 


durchläuft 
),, ein Restsysiem modulo A,A,...A,, 
), A, Restsysteme modulo A,...A,; 
h, Aı As... A,_ı Resisysteme modulo A,. 
Man erhält also dann jedes Zahlensystem A,,. h,. ... A, in 
EN ET 


verschiedenen Darstellungen, womit der am Eingang ausgesprochene Satz be- 
wiesen ist. 

Eine geringere Anzahl Darstellungen eines jeden Zahlensystems h,,...%, 
erhält man auf folgende Weise: 

Es seien 0% die Unterdeterminanten von Ö und: 


dei ehe,.. = u, e 


wo u, der grösste gemeinschaftliche Theiler von O1, 0%, ... 0% ist. 
.* 
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Setzt man dann in dem System (1.) für m,. m,, ... m, alle möglichen 
Systeme ganzer Zahlen, und lässt A,, A, ... A, je ein vollständiges Rest- 
system durchlaufen resp. nach den Moduln Öd,, d,, ... Ö,, so erhält man alle 


P? 


Zahlensysteme Ah, hr, ... Ah 


, und zwar jedes in 


P 





d,0,...0 
5 
verschiedenen Darstellungen. Es sind natürlich immer, wenn es sich um die 
Anzahl der Darstellungsweisen handelt, die absoluten Werthe zu verstehen. 
Der zweite der oben erwähnten Sätze, von dem in $.5 Gebrauch 
gemacht ist, lässt sich so aussprechen: 
Wenn die Determinante d des Systems (1.) verschwindet, so kann 
man, indem man für m,. m, ... m, Substitulionen mit der Determinante +1 
macht, das System (3.) der Coefücienten auf die Form bringen: 


0) ) 
A A A O 
\ A», 4m, 4» 0 0 
Mn 4 2 AL) .0.» iR) b) by) .... 
6.) 
| U 4® 49) 
A, b) A, 6) .eo® AS y) 0, ... 0. 
Und wenn man auch für die h,, h,,... h, lineare Substitutionen mit der De- 


terminante +1 macht, so erhält man neue lineare Gleichungen, die mit den 
gegebenen äquivalent sind, deren Coefficienten in dem Schema enthalten sind: 


0 ee ZUR | "ERBEN 
_ m Ve PR | SEERDEE 
7.) lad, ad, ...0@, 0,...0 


AM re ar 


Aa 


Die erste Operation entspricht der wiederholten Addition von mit passenden 
Coelfieienten multiplieirten Verticalreihen, die zweite demselben Verfahren mit 
Horizontalreihen. 

Wenn die Determinante d verschwindet, so muss in dem Schema (4.) 
eine der Grössen A,, Az, ... A, verschwinden, und es sei A,,, die erste 
dieser Zahlen, die Null ist. Es lässt sich dann durch Fortsetzung desselben 
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Verfahrens, durch das (4.) gebildet wurde, dieses Schema in die Form bringen: 


A, 0. 0, EEE 0. = 0 
"7. 00R TpE) VRREBETE u... 
Q ” Er ir 9 Bin re 
(8.) ( 5 ni b) 1, ( ( 
DE > Toie . ae 


W Er er (0707 0 Rau) 


pP? 
Setzt man die r-+1'* Horizontalreihe an die letzte Stelle, was einer anderen 
Anordnung der Gleichungen (1.) entspricht, so erhält man aus (8.): 


+ Su 0, 0 
| ee zu. 5 0, 0 

TR N JS 
[4 A Ar», Q 
A. A 


Wenn nun von den Zahlen 
4U+D 40+?) Ar) 
A, ’ A’, b) . . . A, 


wieder eine Null ist, so kann man dieselben Operationen fortsetzen, und ge- 
langt so zu dem Schema der Coefficienten: 


‚Ars ii eh 
A”, A:, wre 0, 0. ... 0 


ee u 


\ 


g» 0. .... 0 
29, 40... 2,6... 6 


g9+r19 


| 22 AD, er - u 
welches die Form (6.) hat. Gleichzeitig ersieht man. dass die Determinante 
ER +. AP _ EEE 


von Null verschieden ist. 


4 


Es ist nun leicht zu sehen, wie man aus (9.) auf die Form (7.) ge- 


langt durch Addition von Horizontalreihen. Man vernichtet zunächst in der 
q°" Verticalreihe alle Glieder bis auf eines, dann in der g—1" alle bis auf 


a) 


eines, indem man die g Horizontalreihe ganz aus dem Spiele lässt, u. s. f. 
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Man gelangt dadurch zu einer speciellen Form (7.): 


WE ME © Wo 


Damit ist auch der Beweis dieses Satzes geliefert. 


Zürich, im Juni 1871. 
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u. MM U... M 
a’, a, 0, 0, 0,...0 
EEE 
Tu m =, .o 
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Ueber binäre Formen. 


(Von Herrn 8. Gundelfinger in Tübingen.) 


Herr Hermite hat im Bd. 52 dieses Journals, Seite 18 und ff. ge- 
zeigt, dass für jede gegebene binäre Form x! Grades 
faya)=f!)=(a ta,’ =t=b-=... 


eine endliche Anzahl von Covarianten existirt, durch welche alle übrigen 
Formen von f sich rational ausdrücken lassen. Ein besonders ausgezeichnetes 
System solcher Covarianten ergiebt sich, indem man in f{y,. 9.) an Stelle 


von y, und y, neue Variable 5, und $, durch die Formeln 


> 


n .10 k .iıi@ 
(1.) [-yı = Ss a. —-&-— a f- Y: = m + — hi 


m or, m OX, 
einführt. Man bekommt dann eine Gleichung von der Gestalt 
nl p/ en |, fN en—2 52 N\p &n-3 23 
f [\yı» Y:) 7 + G)RE &-(G)68 + 
— F( 


worin wir a, und &, /, und /, etc. die symbolischen Coeflieienten von 


(2.) 


Be wit A Bir win 


u, 


Aue, = 
19 5) = (dıSı + 


Un 


F(S$,. 5) bedeuten lassen und also 


n—1 n—?2 n—3 „3 


3, = 6 meh, The... 


annehmen. Jede Covariante und Invariante von f(y,, y;) ändert sich nun durch 
die lineare Transformation (1.) nur um eine Potenz der Substitutionsdeter- 


minante 7 Setzt man in der Gleichung, die dieses ausdrückt, y, = x, und 


%=%, (S=f undSs,=0), so findet man alle Formen von f gleich ganzen 
Functionen von f, fi» fs --- f„, dividirt durch Potenzen von f. 

Dieser von Herrn Hermite gemachten Entdeckung hat Herr Olebsch die 
weitere **) hinzugefügt, dass fi, fi, -.- /„, mit passenden Potenzen von f 


*) Wir werden im Folgenden die Argumente z,, x, auch bei andern Formen 
unterdrücken. 

*#*) Nachrichten der Kgl. Ges. d. Wiss. zu Göttingen Jahrgang 1870, Seite 405. 
Wieder abgedruckt in den matliematischen Annalen von Clebsch und Neumann, 


Bd. II, Seite 265 — 267. 
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multiplieirt, sich rational und ganz durch die » einfacheren Formen 





1? Yen Pas.» Ya Yıa Han =» +4 Anz 


”. 
a» > 


- - 


darstellen lassen müssen, wobei , und %, durch die Gleichungen 


= (kN = (aba, 
2 = (vn, f)= (ab ” (ei a bee“ 
definirt sind. 

Untersuchungen über die Theorie der ternären cubischen Formen, in 
denen ähnliche Covarianten zweier Variablen auftreten, liessen mich vermuthen, 
dass die f, selbst, ohne vorher mit Potenzen von f multiplieirt werden zu 
müssen, rationale ganze Funclionen der , und %, seien, wie dies auch bei den 
durch Herrn Clebsch mitgetheilten Werthen von f bis f; der Fall ist. In der 
That gelangte ich ohne Mühe zum Nachweise der Richtigkeit dieser Vermuthung. 
n—2h—1 n—2h n—1 


y ), C, aus 


2, p=%, Setzle, indem ich 


indem ich die Covarianten (ab)” a,”""b"" und (ab)’ (ac)a 


der Gleichung (2.) bildete und hernach y, = 





somit dasselbe Verfahren anwandte, das oben angegeben worden, um w, und 
durch f, fa» -.. f, auszudrücken. Die ausführlichere Entwicklung dieses 
Gedankens, namentlich auch in seiner Anwendung auf das simultane System 
zweier binären Formen, bildet den Gegenstand der vorliegenden Note. 
Nach (2.) hat man 
er (ab)? er Bi” 3 
r; 


Durch die Annahme y,= x, = 2, ($, = 


aß)” aß 3n—2 2h 


> 


&=0) wird die linke Seite dieser 
Gleichung identisch mit f”"""w,, während sich die rechte auf 


2f u !- »+(3 fa fr — (2 )faa-sf+ .. 


AN art 1) ri) * 


reducirt. Die letzte Relation geht also über in 
pam 2] 
fr = In. f” -(3 fa f+( 3 )In-s fs 


(3, | 
1 rrhrDIHR- 


Um eine Recursionsformel für f,;, zu bekommen, gehen wir von der 





*) Der Coefficient von &r—# in (af) a" Ti ist: 
n—?h An—?ıh _—_ 2h vn 2h h 2 2 
(ap) ar R pr "—2(f- 2 H-(3 ah — DT u 3 (ha): 
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evidenten Gleichung aus 


per: °(ab)”" ( 2hr a" h—1 u. ar un TA 1 (a)? ( (ey) \ or: n—?ıh—1 ya yaıı 


Setzen wir in Ahr Yyı=Tı, Y=%, So wird die linke Seite derselben 
. . 3n—3 1 I4% #) 21 
gleich %,.f und die rechte gleich 


un (- 2hffer-ı + ER fr: -(7) f: fan wu is + ey ıf: e for. +1 ) ” - 


es ist daher: 
(4.) for+ı — Ah: a —+Rrhfif. far (hl f2n- 2 +3 fan" g u a)fen-ıl f: . 


Diese letzte Gleichung im Verein mit (3.) liefert das einfachste Mittel, 
um fi» fs - - - fu Successive als ganze Functionen der , und y, darzu- 
stellen. 

Aehnliche Betrachtungen lassen sich auch noch anwenden, wenn zu f 
eine andere beliebige Form g vom m" Grade hinzutritt. 

Es möge p(y,, %.) durch die Substitutionen (1.) übergehen in 


je =1£ n 2%? m =. ii 
["y (Yı,92) = PSi—mpısı Sr HE)RS" äh (3938 gt -P(Sı,5); 


worin also der Kürze wegen gesetzt ist: 





1 Op of op of 
Pi en ( a a a 


mn \ox, O2, 0%, oz, 


1 Op’ of\ oo 0p of of , © e, of 
—d —— — —— 6: -) | 
02,7)? 























p = 7): — — - 
P: m(m—1)n' (dr? or, ox2,02, 0x, 02, 
oz 1 (0 (5 of -) 3 99° of ) PR iR 4 52) 
A" (m—1)(m—2)n® (dr? \ör or!ox, \02,/ ox, ow, 0x: 6 
re o 3 | 
O2: \02,/ )? 


Nach der Fundamentaleigenschaft der Covarianten ist alsdann für jede 
positive ganze Zahl k<.n, 


JPPTRERFOR Y9:), P(Yı> 9))" — f'(F(S.; 5), P(S,, 5)". 


*) Da pl, 71,0, so hat Er in (aD aa art den 
Coefficienten 
(aß)?" re Be — (aß 2h rnit? Ta 


= — ?hf,far-ı + in) fa (3 ff fr-3 + +( fa-ıf, + farrı- 
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Gundelfinger, über binäre Formen. 


Indem man in dieser Formel „=&, = ode %,=f, ,=0 Ä 
annimmt, wird die linke Seite derselben identisch mit f”*""'(f,g)‘ und die 
rechte mit | : 

f \k £fm-4n— | k k Ä 
(-1)"f | (9+G)arh-(z pslst+-N'pR): ( 
\ 


so dass man hat 


5) p+G)nah- akt +-Dp-= ATTUCP. 


Vermittelst dieser Recursionsformel kann man die y, (k=n) stufen- 
weise ralional und ganz durch f, fi, fi, --- i und (pP), (hp), --.- (kp) 
ausdrücken. Für A=2 und k=3 hat man z. B. mit Rücksicht auf die be- 
kannten Werthe von £& und f: 


p = 39. v1+f(h 9) 
= 9.473 NW-f (hp. 





Wolfern k>n, also etwa gleich »-+%h ist, gestaltet sich die Recursions- 
formel für p,„,, nicht so einfach, wie in (9.). Wir unterdrücken daher hier 
die Entwicklung derselben und bemerken nur, dass man alsdann anstatt von 
der Gleichung (2.) von der im Grunde mit ihr identischen 


ge f(yı» %:) yı- ax Mt "ga +6)R erh 6 Ent 


m ox, m OX, 





ausgehen und die (a-+h)'" Uebereinanderschiebung von 








5 108 h 
Py9) und Ayo) rpm 7 


m 0x m OX, 


bilden muss. 


Uebrigens kann man offenbar, ohne die Allgemeinheit zu beeinträch- 





ligen, stets m » voraussetzen und somit das Theorem aussprechen: 


Sämmtliche Covarianten und Invarianten des simultlanen Systems zweier 





beliebiger Formen f und g vom n‘“® und m‘ Grade (mn) lassen sich, mil 


passenden Potenzen von f multipkieirt, als rationale ganze Function der m+n 
Formen 
’ ) / 5 A n f \ f nn : ; \m 
I» Wi Way... Yf2? Kıa Ary ++» Ap=1]? hy,» (kp), +. KP) 
7 Tl 
darstellen. 


Ausser den Anwendungen, die bereits die Herren Hermite und Ülebsch 
von den associirten Covarianten gemacht haben, mag hier zum Schlusse noch eine 
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weitere erwähnt werden. Aus der Gleichung (2.) ergiebt sich nämlich für 
„—4 und »n=3 fast ohne alle Rechnung die Auflösung der biquadralischen 
und cubischen Gleichungen in der Form, wie sie von Herrn Arorhold in Bd. 52 
dieses Journals Seite 95 und von mir in Bd. 2 der mathematischen Annalen 
von Clebsch und Neumann Seite 272 aufgestellt worden ist *). 





— 


*) Herr Clebsch, dem ich diese Auflösung mitgetheilt, schreibt mir, dass er die- 
selbe schon seit längerer Zeit kenne und in seinen Vorlesungen entwickelt habe. 


Tübingen im Mai 1871. 


12 * 











Ueber eine Eigenschaft der reciproken Curven. 





(Von Herrn M. Pasch in Giessen.) N 
| / 
Isı die Gleichung einer Curve x! Ordnung gegeben / 
f(Xı, 22,2) = 0, 
und setzt man | 
f(ra, + ub,,4a,+ub,, Aa, + ub,) = pW"+ gut +g,i", | 
so ist die Discriminante A dieser Function von A, « eine homogene Function | 
nn —1)!e® Grades der Ausdrücke 
gı = a,b,—a;b;, 9% = 4,b,— a,b;, Y — 4, b»— ab,: 
Yı 29: 39; | 
0009 29: | 
0 0 gi 
ng, (n-I)g, (n-2)g - = p(Yı> 42» 95)» 

0 ng, (n—1)g, : 
0 0 ng, | 
| 








und g9=0 die Gleichung der reciproken Curve. Die letztere erhält man auch, 
indem man aus den Gleichungen 


Fa ih Rt, ri 





oe und die x, eliminirt, d.h. f=0 geht durch die rationale Substitution 
y„=of;, in = über. 

Von der Curve = 0 gelangt man zur ursprünglichen zurück, indem 
man die reciproke von 9=0 bildet; dabei ergiebt sich f, multiplieirt mit einem 
Factor, dessen Bedeutung Plücker nachgewiesen hat. Man kann aber auch 
die f, für die y, in g substituiren; die dann entstehende Function vom Grade 
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»/n—1)' in x muss ebenfalls durch f theilbar sein. so dass 


ff») = f-M. 
Ein solcher Factor M tritt bei jeder rationalen Substitution auf, ohne dass 
seine Eigenschaften näher bekannt wären (vgl. Clebsch und Gordan, Theorie 
der Abelschen Functionen, III. Abschnitt). Für den vorliegenden Fall werde 
ich zeigen, dass das Schnittpunktsystem der Curven 


=6, Z=V 
zusammengesetzt ist aus den dreimal zu rechnenden Wendepunkten der Curve 
f=0 und den Berührungspunkten ihrer Doppeltangenten, woraus auch die An- 
zahl dieser Punkte folgt. Das Mittel besteht in der Herstellung einer Identi- 
tät, welche die Absonderung des Factors M vom Grade n’(»n—2) und seine 
behauptete Beziehung zu / veranschaulicht. Diese Identität beruht auf einer 
Eigenschaft der Disceriminante, welche zuerst bewiesen werden soll. 


pP 


Satz. Ordnet man die Discriminante R nach Potenzen von g, und 
9, so ist das einzige Glied von weniger als zwei Dimensionen 


II: 4, 
wo 4 die Discriminante der Function von 4, u 
THU rue ga), 
Beweis. Zerlegt man die Determinante R in Producte von Partial- 


determinanten, indem man die drei ersten Colonnen in eine, die 2»—5 übrigen 
in eine zweite Gruppe zusammenfasst, so kommt ein Glied 








29: 395 
gi 29: 39: | al s 
| 
Be n—1 0 2 > 
( 1) 9ı I: | ı(n—2)g: (n—3)9: 
ng, (n-I)g (2) ||, 


| (n—1)gı (n—2)g: 





Ir . . . . . 


vor und ausserdem nur Glieder von mindestens zwei Dimensionen in g, und 


*) Eine andere Relation zwischen R und 4 ist von Joachimsthal (Dieses J. Bd. 33. 
p- 371) angegeben und von Herrn Cayley (ib. 34, p. 30) zur Untersuchung der Wende- 
punkte und Doppeltangenten benutzt worden. 


| 
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91: Die niedrigeren Glieder reduciren sich also auf das Product 


1} 


| 29 39; 
0 29: 


; Va ) | ® . u . . . ° 
(—1 ) Angqs6 ‚g +89 ‚ ‘ 
HR | m 2) (in—-I)g; 


wi 





© (n—2)q: 


Diese Determinante ist aber (abgesehen von einem numerischen Factor) das 
Product von g, in die Diseriminante von g " "+, "It gm" Rt + g,A” 


93 29: 
nr) (n-3)9 








ei 
Multiplieirt man nämlich die ° Zeile mit ——, die (a+i—3)'® mit “ und 


subtrahirt diese dann von der ersteren, wobei öi=1,2,... »—3 zu nehmen, 
so verwandelt sich irgend ein Element ig, der n—3 ersten Zeilen in 


—: 2 


(ng —= (i—?2)g.. 





n 


2. 


Für a und 5 wähle ich nun die Durchschnittspunkte von zwei belie- 
bigen Geraden 5, +2 +, =0, A, 3 + 2+P;3; = 0 mit der Geraden 
Katfntfßs; =0 und setze F+a,ß,f; = A, so dass 

a=nh-,, Benrf- th, yenh—mfı; 
h=Ph-Bf» »=ßRfh-Pf» Bb=Pıhk-Paf: 
y-Af» =Aı w=Aß. 
Die Gerade / soll durch den Punkt x gelegt werden; legt man sie noch 
durch einen willkürlichen Punkt c, so wird 


Pi = (0,1360; T;% Pr — (;7, 0,73, PR; — (,7,—C02T], b,= (af taf+Gß)—c/f, 


A=a,b,+%b,+ 0b, = (4,0149, 04+ %83)\(cfıt afr+ 6) -fleı ct &c+ 0; 5). 








| 
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Für diese Werthe von a und 5 berechnen wir die Coeffieienten go» 
1 0 

n—1 oz 

Determinante I+fufaefs; mit H und durch f theilbare Ausdrücke jedesmal 





Yı, 9. Wenn wir dann fi(Xı, 2, 2;,) mit f,(0,, 0, 20,), die Hessesche 
i 


mit (f) bezeichnen, so erhalten wir: 


%=flb,b2,b)=—-n-I)flafı teh+asß)"+(f) 
q=nzZafı(b,b,b)=nlafıt "(af tat; “2 +f)=(f), 
9 = 4In(n—1) Fa,a,fa(bi,b2,b;) = Ann -1)\cafıt)" Zaa,fat+(f) 
fı & es h @ 
hı er ß&» Rh % 
= 3a(aI)\(afıt "fa fe fs bh sltlf) 
TEE 


FE Tr TE 


—.3n (21 \afı +TofR-+6 fh) (@, +24 0; x;) H + (f)- 
Zu Rt übergehend, finden wir: 
R= 49,99) AP glfi, fh) = [ER Zah PH NEU) 


Endlich wird die Determinante 4, welche in den db, homogen und vom Grade 











n(n—1)— (An —6) > 

d4=4+f)= (af tahtcsh)" TPD+(f), 
wenn nämlich 2’ und D aus 4 entstehen, indem man resp. z, (af -ofh+&f; 
und x; für 5, setzt. 


3. 
Auf Grund des Satzes (1.) besteht zwischen den jetzt eingeführten 
Ausdrücken, da g, und g, durch f theilbar sind, folgende Beziehung: 
R= AV) FEHRIHP) = -R-Nfap +" RIHN) 
und es ist demnach y(fi,f;, fs) durch f theilbar, gleich f.M. Daraus ergiebt 


sich weiter: 
(Za,2,230f)"”M = o(Zef)“" ’(Zu,2) H’D-+(f), 





\n(n—1)/ f \6 


wo o ein numerischer Factor, und man kann nun mil af, er) (0, +, 
dividiren: 


(0 +04 032)" ""M=oH’D-+(f). 
Aus dieser Identität entnimmt man das Schnittpunktsystem der Curven 
f[=0,. M=0. Es liefert nämlich H=0 die Wendepunkte und D=0O die 
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Berührungspunkte der Doppeltangenten von f, wenn man die auf der Geraden 
a gelegenen Punkte (a —n—6)mal in Abzug bringt. Unter den »’(n —2) 
Schnittpunkten von f und M befinden sich also die 3”(» —2) Wendepunkte 
von f je dreimal; die übrigen 
n’ (n—2)— I9n(n—2) = n(n—?2) (n’—9) 
Punkte sind die Berührungspunkte der 4»(2—2)(n"—9) Doppeltangenten. — 
Nach Jacobi (Bd. 40, pag. 237 dieses Journals, vgl. die Note des Herrn 
Clebsch, ebendaselbst Bd. 63, pag. 186) muss sich übrigens aus D durch An- 
wendung der Gleichung f=0 die (»"’—n—6)'" Potenz von a,2,+-:- aus- 
scheiden lassen, so dass D von der Form 
D= (1 +; +02) ""II+(f), 
wo // vom Grade (a—2)(»’—9). Daher wird schliesslich noch 
M = oH’II-+(f). 
Die Form /T hat Herr Cayley durch directe Herleitung ermittelt (Phil. 
Trans. 1859, pag. 193). — 


Giessen, im August 1871. 




















Ueber das Problem der drei Körper. 
(Von Herrn Otto Hesse in München.) 


m 

Unter dem Probleme der drei Körper hat man Folgendes zu ver- 
stehen. Drei Körper ohne Ausdehnung, zusammengedrückt auf Punkte, aber 
mit gegebenen Massen erfüllt, seien aus gegebenen Anfangslagen in irgend 
welchen gegebenen Richtungen mit gegebenen Geschwindigkeiten in den leeren 
Raum hingeworfen. Auf diese Körper wirke nichts ein, als das Newtonsche 
Geselz, welches sagt, dass die Körper sich gegenseitig anziehen proportional 
ihren Massen und umgekehrt proportional den Quadraten ihrer Entfernungen. 
Es soll der Ort eines jeden Körpers für jede beliebige Zeit gefunden werden. 

So ausgedrückt erscheint das Problem sehr complieirt. Denn es hängt, 
abgesehen von den Massen der Körper, ab von 18 Daten, von den 9 Coor- 
dinaten der drei Körper in den Anfangslagen und von den Richtungen und 
den Grössen ihrer anfänglichen Geschwindigkeiten, welche ebenfalls durch 
9 Grössen ausgedrückt werden können. In d’Alembertschen Gleichungen aus- 
gedrückt, welche die hervorgehobenen 18 Daten unberücksichtiget lassen, wird 
das Problem aber einfach. Es hängt nämlich, wenn man die Newtonsche 
Kraft, mit welcher zwei Massen-Einheiten in der Einheit der Entfernung sich 
anziehen, als Kraft-Einheit nimmt, einzig und allein ab von den gegebenen 
Massen der drei Körper, also von 3 Daten. Und dieses ist im Vereine mil 
der Symmetrie des Problems wohl auch der Grund der grossen Anziehungs- 
Kraft, welche das Problem auf jeden Mathematiker ausübt. 

Die d’Alembertschen Gleichungen sind Differentialgleichungen, von 
welchen man sich die Vorstellung zu machen hat, dass sie aus den 9 Glei- 
chungen, welche das Problem vollständig lösen, dadurch hervorgegangen sind. 
dass man sie nach der Zeit £ differentiirt und die 15 Daten eliminirt. Geht 
man daher von den 9 d’Alembertschen Differentialgleichungen aus, so sieht 
man. ohne die Gleichungen selbst aufzustellen, sogleich ein. dass man zur 
Lösung des Problems der drei Körper 18 Integralionen zu machen hal, welche 


die d’Alembertschen Vernachlässigungen wieder einbringen müssen. 
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Von den 18 Integralen, welche das Problem der drei Körper verlangt, 
kennt die analytische Mechanik nur 10. Sechs davon sind hergenommen aus 
dem Principe der Erhaltung des Schwerpunktes. Drei Integrale giebt das 
Prineip der Erhaltung der Flächenräume und ein Integral die Erhaltung der 
lebendigen Kraft. Es fehlen darum bis zur Zeit noch acht Integrale. Denn 
das Prineip des letzten Multiplicators von Jacobi , welches allerdings ein In- 
tegral aufstellen lehrt, macht Voraussetzungen, die man noch nicht erfüllen kann. 

Auf ein neues Integral kann man dadurch kommen, dass man aus den 
0) d’Alembertschen Dilferentialgleichungen, selbst mit Zuziehung der bekannten 
10 Integrale, eine Differentialgleichung herstellt, welche für sich integrirbar 
ist; und in der That lassen sich vielfältige Zusammenstellungen der Art machen. 
Das daraus sich ergebende Integral wird aber nur dann ein neues sein, wenn 
es sich aus den bekannten 10 Integralen nicht zusammensetzen lässt. 

Die Untersuchung, ob das gefundene Integral ein neues sei, kann unter 
Umständen wieder auf erhebliche Schwierigkeiten stossen, so dass man wün- 
schen muss, solchen Untersuchungen ganz enthoben zu sein. In diesem Wunsche 
— wohl auch in der vergeblichen Hoffnung einem von den noch fehlenden 
acht Integralen auf die Spur zu kommen — habe ich die folgende Arbeit 


unternommen. Sie bezweckt nichts weiter, als die Lösung des Problems: 


Problem. 

Aus den Differentialgleichungen des Problemes der drei Körper und 
ihren bekannten Integralen symmetrisch gebildete Differentialgleichungen abzu- 
leiten, von welchen eine jede auf eines von den bis zur Zeit noch fehlenden 
Integralen der drei Körper führen muss. 

Auf dieses Problem bin ich geführt worden durch das Studium des 
Problemes zweier körper, dessen Resultate niedergelegt sind in dem Anhange 
meiner Raumgeometrie 2. Auflage, Leipzig, Teubner 1869. Von dort aus 
will ich auch die leitenden Gedanken hernehmen, welche die nachfolgenden 
weiten Entwickelungen rechtfertigen sollen. 


I. 


Das Problem zweier Körper verlangt zu seiner vollständigen Lösung 
I2 Integrationen. Da die Prineipe der Mechanik 10 von diesen Integrationen 
leisten, so fehlen noch 2 Integrale. 

Ich machte daher den Versuch eine Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung in symmelrischer Weise aus den sechs gegebenen Differentialgleichungen 








it 
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und ihren zehn Integralen zusammen zu stellen, welche die beiden fehlenden 


Integrale umschliessen sollte. Der Versuch missglückte, wie man sogleich 
sehen wird. 

Als engeres Problem zweier Körper kann man die Frage nach dem 
Radiusvector r, welcher die Körper von den Massen m, und m, und der Ge- 
sammimasse k* = M = m,+ m, verbindet, als Function der Zeit aulfassen; dieses 
engere Problem führt, wie in dem Anhange der oben eitirten Schrift nach- 
gewiesen worden ist, auf die Diiferentialgleichung (15.) zurück: 

a 
r 7 

Weiset man noch die aus den bekannten Prineipien der Mechanik her- 
genommene Constante C° der Integralion zurück, so erhält man durch Dille- 
rentiation und Elimination dieser Constante die Differentialgleichung dritter 
Ordnung, welche das engere Problem vollständig löset: 


Mar’) 


3 








\ er =, 
1) 0- Hr 


Die Form dieser Differentialgleichung, welche leicht verifieirt werden 
kann, ist schon eine aus dem Probleme der drei Körper hergenommene. 

Da die Differentialgleichung (1.) von keiner Integrationsconstante ab- 
hängig ist, so ist zu ihrer Herstellung auch keines von den drei Prineipien 
der Mechanik erforderlich, welches ein Integral liefert. Man kann daher die 
Behauptung aufstellen, dass, während zur Lösung des vollständigen Problemes 
zweier Körper 12 Integrationen erforderlich sind, das engere Problem nur 
3 Integrationen verlangt. 

Zwei erste Integrale des engeren Problemes sind bald gefunden: 


i EN 2M 
2) Ab= (fr, 
“ v2 ) ED, if 2M ) ) 
3.) 20 = r(( ) +) 1 (r*) (r?) 
Denn man hat: 
(4 2 $. . ı f M (r?)' in d \ Aw Z| 2M ) 
ler. 
| zum, Mr A Pr SE 2m ba u 
A \ f - m ES SEE. A ——— u ( RaAuUsE x ei H [ * ' „2\’ 
\9.) AR = ee AA EI IE 4 


Gleichungen, welche später ihre Verwendung finden werden. 
Die Bezeichnung der Integralionsconsianten A und © ist hier so gewählt 


worden, dass man in Uebereinstimmung mit der Bezeichnung in der cilirten 
13 * 
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Schrift sogleich erkennen soll, dass die beiden Integrale keine neuen sind. 
Die Integrationsconstante h ist dieselbe als in Gleichung (9.) und die Inte- 
eralionsconstante C die Constante in der Gleichung (15.). 

Eliminirt man aus den beiden angegebenen Integralgleichungen (2.) 
und (3.),. deren Formen ebenfalls aus dem Probleme dreier Körper herge- 
nommen sind, die Grösse (r?)', so erhält man die Differentialgleichung (13.) 


erster Ordnung: 


. ‚.2M C’ 
6.) rr = ?Rh+ — 
1 r 





Ihr Integral ist allerdings eines von den beiden noch fehlenden Inte- 
eralen des allgemeinen Problemes. Das zweite fehlende Integral ist aber bei 
der Uebertragung des allgemeinen Problemes in das engere vollständig ent- 
schlüpft. Das engere Problem des Radiusvectors umfasst also nicht die beiden 
fehlenden Integrale des allgemeinen Problemes, sondern nur ein Integral. 
Das andere Integral hat man ausserhalb des engeren Problemes zu suchen. 

In der Trennung der beiden fehlenden Integrale des allgemeinen 
Problemes wird man einen glücklichen Umstand erblicken, wenn man dafür 
hält, dass es vorzuziehen sei, zwei Differentialgleichungen erster Ordnung zu 
integriren, als eine Differentialgleichung zweiter Ordnung. Man kann sich 
sogar dem Glauben hingeben, dass diese Trennung der beiden noch fehlenden 
Integrale des Problemes zweier Körper ihre Auffindung und damit die voll- 
ständige Lösung des Problemes erheblich erleichtert hat. 


IM. 


Das allgemeine Problem der drei Körper, welches 18 Integrationen 
erfordert, werden wir dadurch verengern, dass wir nur die Gestalt des Drei- 
ecks kennen zu lernen verlangen, dessen Ecken die drei Körper bilden. Dem- 
nach soll die Gestalt des genannten Dreieckes zu einer beliebigen Zeit das 
engere Problem sein. 

Es wird sich also darum handeln, die Differentialgleichungen zwischen 
den Radienvecloren und der Zeit aufzustellen, welche das engere Problem 
lösen. Von welcher Ordnung diese Differentialgleichungen sein werden, hängt 
davon ab, ob zu ihrer Aufstellung bekannte Integrale des allgemeinen Pro- 
blemes verwendet werden dürfen, oder nicht. 

\Wenn wir den letzteren Fall im Auge behalten, dass die gesuchten 
drei Differentialgleichungen keine Integrationsconstanten enthalten sollen, so 
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lässt sich mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit von ihnen voraussagen, dass 
jede derselben auf die Differentialgleichung (1.) zurückführen wird. wenn man 
eine der drei Massen verschwinden lässt. In dieser Voraussicht werden wir 
drei Differentialgleichungen, jede von der dritten Ordnung, aufzusuchen haben. 
welche das engere Problem der drei Körper ohne irgend eine Integration 
vollständig lösen. Diese Dilferentialgleichungen werden 9 Integrationen ver- 
langen. 

Da das allgemeine Problem mit Voraussetzung der bekannten Integrale 
nur 8 neue Integrationen verlangt, so sieht man, dass von den 9 erwähnten 
Integrationen wenigstens eine durch die bekannten Prineipien geleistet wird. 

Wenn man aber erwägt, dass in dem engeren Probleme zweier Körper 
von den 3 verlangten Integrationen zwei Integrationen durch die Prineipe 
der Mechanik geleistet werden, so kann man vorausselzen, dass jene Prineipe 
auch 2 Integrale für das engere Problem dreier Körper hergeben werden, 
welche in die Integrale (2.) und (3.) übergehen, wenn man eine der drei 
Massen verschwinden lässt, so dass von den 9 Integrationen des allgemeinen 
Problemes nur noch 7 Integralionen für das engere Problem zu machen 
übrig bleiben. 

Da in dem allgemeinen Probleme der drei Körper 8 Integrale noch 
fehlen, in dem engeren Probleme aber nur 7, so ergiebt sich hieraus, dass 
(wie in dem Probleme zweier Körper) bei dem Uebergange von dem allge- 
meinen Probleme zu dem engeren Probleme ein Integral verloren geht, 
welches dem letzteren ganz fremdarlig ist. 

Diese Reflexionen werden in dem Folgenden ihre Bestätigung finden. 
Wir beginnen die Ausführung mit der Aufstellung der d’Alembertschen Dil- 


ferentialgleichungen, welche das allgemeine Problem der drei Körper lösen. 


IV. 
Wenn man mit r, r,. r, die Radienvectoren bezeichnet, welche je zwei 
Körper von den Massen m, m,. m, verbinden, so ist U die Kräftefunetion: 
1 1 Li 


(T.) U = mm,m, + — + rt 
j \mr Mm, T, m,T, 


deren partielle Differentialquotienten in die Differentialgleichungen der Bewe- 


gung eingehen. 
Bezeichnet man ferner mit S, n, { die Coordinaten des mit der Masse 


m erfüllten ersten Körpers zur Zeit f, die als die einzige unabhängige Variable 
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angesehen werden soll, und die entsprechenden Grössen für den zweiten und 
dritten Körper durch Anhängung der gebräuchlichen Indices 1 und 2, so hat 
man zur Lösung des Problemes folgende Differentialgleichungen: 


mi" = un 
 ° 
dU 
(8.) mn" rn. 
dn 
’ nn dU 
wu 


Diese Gleichungen repräsentliren ein ganzes System von 9 Gleichungen, welches 
man vervollständigt dadurch, dass man der Masse m und den Coordinaten S, 
, © die Indices 1 oder 2 beigiebt. 

Da in die Kräftefunction, wenn man sie durch die Coordinaten der drei 
Körper ausdrückt, nur die Differenzen der Coordinaten eingehen, gleich wie 
in die rechten Theile der Differentialgleichungen (8.), deren Einfachheit nur 
auf der Erfindung der Kräftefunction beruht, so erscheint es zur Erzielung 
grösserer Einfachheit angemessen, an Stelle der Coordinaten der drei Körper 
ihre Dilferenzen x, y, z einzuführen. Setzt man daher: 


I 
Un 
.- 
ver 
in 
De 7 
z' 
| 
| 
Yn 
[I 
| 
Un 
\s 
— 
| 
In 
Un 
De 


so wird: 





und aus der ersten Gleichung (8.) ergeben sich auf Grund der zu beachtenden 


Symmetrie zwischen den drei Körpern auf diese Weise die Differentialglei- 





» oe: 
chungen: 
Pr Mm,X, m, X, u Mt, M,C u m, X mE, 
Freenet Tr. nF MtTzn 
P- . © ) r g 


Zieht man die letzte Gleichung von der vorhergehenden ab, so erhält 
man in Berücksichtigung von (9.) die Differentialgleichung: 


zT z, | 
E 700) Cr > Su 7 
N r 


wenn man mit M die Summe der Massen der drei Körper bezeichnet, wie folgt: 


(10.) M= mt+m-+m.. 
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Wegen der Symmetrie der Coordinaten eines Körpers gehen aus der 


zuletzt angegebenen Differentialgleichung folgende hervor: 


kw) 

7 2 5 Bw; zT r,N 

% = —M tm + 75 + 9 
1 2 

Ä Y ıy Y Yz! 
11.) (y"’—= —M--+m\ ++, 
\9 u vu a ri 

BR M : \z 2, S, ) 

= —M stm t os ag 


Diese Gleichungen repräsentiren wieder ein ganzes System von 9 Dil- 
ferentialgleichungen, welches man erhält durch Vertauschung der drei Indices 
0, 1. 2, von welchen der Index O der Einfachheit wegen fortgelassen ist. 

Die Differentialgleichungen (11.) würden wieder 18 Integralionen ver- 


langen, wenn man nicht auf Grund von (9.) die Relationen hälte: 


(z+2 +20 = 0, 
12) /ytytpn = 0, 
fa 3,42 0. 


Durch diese Relationen wird die Zahl 18 der Integrationen, welche 
die Dilferentialgleichungen (S.) des allgemeinen Problemes verlangten, ver- 
ringert auf 12 Integrationen, welche das durch Einführung der Differenzen der 
Coordinaten schon beschränkte Problem (11.) noch zu leisten hat. 

Von diesen 12 Integrationen vollführen die bekannten Principe der 


Mechanik vier, welche aufzusuchen unsre nächste Aufgabe sein wird. 





. 
Setzen wir, um das System Gleichungen (11.) abzukürzen: 
ern, 
Got 7a = +7: 


multipliciren hierauf die Gleichungen (11.) der Reihe nach mit x’, y, 3 und 


addiren, so erhalten wir: 


' 


#3 4 y ’ ! 
(14) zat+tyy4rz = - M—;+m ar +By'+cz. 
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Dividiren wir diese Gleichung durch m und nehmen die Summe, 





verschwinden, weil man auf Grund von (12.) hat: 
(+9 +2m = (0, 
15.) ytytyp =d, 
+3, +2 = 0, 
die letzten Glieder, und wir erhalten: 


gr PB ah „ 
(za +2'2") 


"| 
s \ u 0 u ı / re 7 
(16.) S- 739" - = — M 32 ——. 
‚ z m mr“ 





Dureh Differentiation von (7.) erhalten wir die Gleichune: 
\ J jew) 


dU r' 
17.) — = — mm m 2 —— 
\ / dt ee 





Auf Grund der Gleichung (17.) stellt sich die Gleichung (16.) nun so dar: 


48.) mmm, d . («a +yy+z2) _ y dU 
\ El Zee " re ... ‚Su PR m i u 
BER 2 dt m dt ? 
und integrirt: 
mmm, „. (o-+yy-+xz'z7"N | 
(19) —— x — IT = MUrh. 


Es entspricht dieses Integral demjenigen Integrale, welches in dem 
allgemeinen Probleme (8.) aus dem Principe der Erhaltung der lebendigen 
Kraft hervorgeht, wenn es auch nicht mit demselben identisch ist. 

Um die Integrale zu erhalten, welche in ähnlicher Art den Flächen- 
sätzen entsprechen, multiplieiren wir die letzte Gleichung (11.) mit y, ziehen 
die mit 3 multiplieirte vorletzte Gleichung ab und dividiren durch m. Als- 


dann wird: 


yz' y"3 
— =ı9C—2B. 





m 
Auf beiden Seiten der Gleichung die Summe genommen ergiebt sich 
mit Rücksicht auf (12.): 


„ (ya"— y"z) 
EFT 0, 


m 





eine Differentialgleichung, deren erstes Integral ist: 


fie N 
2’ — y'z) 
ui m 





ii 


Auf diese Weise ergeben sich aus dem Systeme Dilferentialgleichungen 


11.) die gesuchten drei Integrale: 


- 
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>> (yz ea | 3) 


m 


BO! ee . 


m 





“ 


ay'—'y) 





m 

Die aufgeführten Integrale (19.) und (20.) sind keine neuen Integrale, 
sondern zusammengeselzt aus den bekannten zehn Integralen des allgemeinen 
Problemes (8.). Es bleiben darum auch in dem beschränkten Probleme (11.) 
noch acht Integrationen zu machen übrig. 

Wenn es nun gelingt durch geschickte Verbindung der Differential- 
gleichungen (11.) mit den Gleichungen (12.), (15.), (19.),. (20.) eine Dil- 
ferentialgleichung herzustellen, welche für sich integrirbar ist, so wird man 
wieder nicht wissen können, ob das Integral derselben eines von den noch 
fehlenden acht Integralen ist. Voraussichtlich wird das entdeckte Integral 
kein neues sein. 

Diese Erwägungen haben auf das am Ende des ersten Paragraphen 
ausgesprochene Problem geführt. Die Lösung desselben beruht auf der Ein- 
führung einfacher Zeichen für gewisse symmetrisch gebildete Functionen, 
welche demnächst vorgeführt werden sollen. 


V1. 

Das in dem dritten Paragraphen bezeichnete engere Problem der drei 
Körper verlangt die Elimination sämmtlicher Variablen aus den Differential- 
gleichungen (11.) mit Ausnahme der Radienvectoren und ihrer Differential- 
quotienten. Bei dieser Gelegenheit drängen sich symmetrisch gebildete 
Functionen der zu eliminirenden Variablen auf, von welchen in erster Linie 
diejenigen Functionen hervorgehoben werden sollen, welche sich allein durch 
die Radienvectoren (nicht durch ihre Differentialquotienten) ausdrücken lassen. 
Dahin gehören die Functionen: 


’ 


21.) szcty+z3=r, Bat YYyt3 3 Sr, DBortypytzz=rn, 
für welche wir respective die neuen Zeichen wählen: 


(22) [00]=r, [11]=r, [22] = r:. 


Multiplieirt man die Gleichungen (12.) der Reihe nach mit x, y, 3 
und addirt, so erhält man in Verfolg der eingeführten neuen Bezeichnung 
Journal für Mathematik Bd. LXXIV. Heft 1. 14 
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für symmetrisch gebildete Functionen wie z2,+yy,+2z, = [01] die Gleichung 
[00'+01]+[02] = 0 
woraus denn wieder das System Gleichungen hervorgeht: 
0014 -[01]+ [02 
(23.) [10] tl, = @, 
[20)-+[21]-+[22] = 0, 


welche Gleichungen beweisen, dass die neu hinzugekommenen symmetrischen 





Functionen sich durch die Radienvectoren ausdrücken lassen, wie folgt: 
112] = 

24.)  ([20] = 

näher 

Multiplieirt man die Gleichungen 1) ) der Reihe nach mit x, y, z 


und addirt, so erhält man, wenn man setzt: z@”’+yy"+z22’ = [00] r. 


Be M, [00] , for] , fo) 
(25.) [0 0 = R=— vr. rm er. 7 r 4 nu ' 


n 7 9) 


r—ri—ri], 


m 


F. ur 2) 
N Wand Kerze i 9 


| 
| 


vo 


De 


An Stelle des hier ganz berechtigten Zeichens [0”0] wählen wir je- 
doch aus Rücksicht auf die im nächsten Paragraphen nachfolgenden Zeichen 
für symmetrisch gebildete Functionen das Zeichen r, um mit demselben an- 
zudeuten, dass r sowie r, und r, Funclionen seien nur der Radienvectoren 
wie folgt: 

















R = sg m e4 2 +, 
(26) In Fe | M 14UH), 
2 ”, N, \ 


Es wird sich später zeigen, dass die in (26.) mit den Einzelnmassen 
mulliplieirten Ausdrücke der Radienvectoren berufen sind in die abzuleitenden 
Dilferentialgleichungen einzutreten. Aus diesem Grunde führen wir sie ein 
mit den Zeichen: 





ee: Kg 





/ 1 r? 


m 


l 





7 
[20] fen 22] 
£ 4 if 


r’ r 
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Differentiirt man diese Ausdrücke nach der Zeit, nicht total, sondern 
nur in so ferne dieselbe in den Zählern der Brüche enthalten ist. aus welchen 
die Ausdrücke bestehen, so erhält man wieder Ausdrücke, welche in die ab- 
zuleitenden Differentialgleichungen eingehen. Wir führen dieselben schon hier 


ein mit den Bezeichnungen: 








9 2 KU 4 01 [02 ' 
ET ge ° re, Pr. nr’, ’ 
aqQ \ 10) 11’ DAL 
(28.) { VD, u ad = | r | + | 1 - h 
j 7 7 
o, - 27, LIT, 2% 
“ r?’ I gt l n? 


Auf Grund von (23.) hat man nun: 
(29) P+P,+P; 
(30) 0+0,+0, 


I} 


0, 
= 0. 


Und es lassen sich die Gleichungen (26.) kürzer so wiedergeben: 


M 
\ LE. # 
‘ M_ 
(31.) \ R, = er m, P, N 
l 
M 
\, = ——+mP;. 


v2 


Mit den durch die neuen Zeichen dargestellten symmetrischen Funetionen, 
welche sich durch die Radienvectoren ausdrücken lassen, treten zum Zwecke 
der Elimination noch andere symmetrisch gebildete Functionen auf, die sich 
durch die Radienvectoren und deren Differentialquotienten ausdrücken lassen. 
Diese Functionen sollen demnächst vorgeführt werden. 


v1. 
Differentiirt man die Gleichungen (22.), so erhält man: 
32) [00)=4), MN=4n), 22]= Kr). 
Multiplieirt man die Gleichungen (12.) der Reihe nach mit x, y', 3 
und addirt, oder multiplieirt man die Gleichungen (15.) der Reihe nach mit 
x, Y, 3 und addirt, und setzt dieses Verfahren fort, so erhält man: 


([01+02=-}0%, 1O+R20)=-40), 
83) 12]J+10)=--10),  [21]+01]= 4), 
204 21)=-10),  [02]+12]= An). 


14 * 
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Diese sechs Gleichungen reichen nicht aus, um die sechs bezeichneten 
symmelrischen Funetionen der Coordinaten durch die Differentialquotienten 
der Quadrate der Radienvectoren auszudrücken, weil die Summe der drei 
ersten Gleichungen gleich der Summe der drei letzten ist. Zu ihrem Aus- 
drucke bedarf es sogar der dritten Differentialquotienten der Quadrate der 
Radienvectoren, wie es sich in dem folgenden Paragraphen zeigen wird. 

Bemerkt man aber, dass man durch Subtraction der nebeneinander 
stehenden Gleichungen (33.) erhält: 


(34) [1’0)—- [01] = [21] —- [12] = [02] —- [?'0], 
so ist ersichtlich, dass durch Einführung einer neuen symmetrischen Function 
[, der Coordinaten: 
(35.) 2L = [Y'0]—-[01] 
die genannten sechs symmetrischen Functionen durch die ersten Differential- 


quolienten der Quadrate der Radienvectoren und durch die neue Function ZL 
sich ausdrücken lassen, wie folgt: 


[0] = 2L107+2,  01]= HLOIT-L, 
86) 21j]=4[21f+2, [12]=4012)-L 
[02] = }[02)+2, [20] = 4[20)—1 


Aus diesen Gleichungen oder aus (34.) erkennt man sogleich, dass 
die Function Z eine alternirende Function der drei Körper ist. Denn ver- 
tauscht man zwei Körper mit einander, so bleibt Z ungeändert, nimmt aber 
das entgegengesetzte Vorzeichen an. 

Die alternirende Eigenschaft der Function Z lässt sich durchsichtiger 
noch an ihrem Differentialquotienten nachweisen, der durch die Radienvectoren 
selbst ausgedrückt werden kann. 

Differentiirt man nämlich die Gleichung (35.) nach der Zeit, so 
erhält man: 

27 = [1"0) —[0"1]. 
Auf Grund von (11.) hat man: 
or = m „je, Lu, en), 
Mo] = —M 01] +m| PL. | Di, io . 














Zieht man nun die erste Gleichung von der zweiten ab und giebt den 
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Grössen [00] und [11] ihre Werthe aus (23.), so erhält man: 


(37.) 210 = m[12] — _ 7) - m, [20] (1 )+ m; [01] % _ Ze 


Differentiirt man die erste Gleichung (21.) zwei Mal, so erhält man 
mit Berücksichtigung von (25.) und (31.) die Gleichung: 
(33) ze+yy-+zz = ı(Py _mP 
90. a RUM Tn 
Hieraus ergeben sich nun die Ausdrücke der symmetrischen Functionen: 


[00] = J)"+—mP, 


J 


i u 
(39.) [1'17] = {(ri) de 


\ J 
ı 


Yy an, 3 
[2'277] = 4(r)" + 7 —mP;. 


Multiplieirt man die Gleichungen (15.) respective mit x, y', 3, addirt 

und setzt dieses Verfahren fort, so erhält man: 
(1007+1019+1077 = 0, 
(40.)  VO07+ 17 + 2) = 0, 
2’07+[2’17+[27J = 0. 

Diese Gleichungen beweisen, dass auch die symmetrischen Functionen 
von der Form [0'1'] sich durch die Quadrate der Radienvectoren und ihre 
Differentialquotienten bis zur zweiten Ordnung ausdrücken lassen. Denn aus 
diesen Gleichungen ergiebt sich: 
| 12] = 31700] -[1717]-[2'27}, 
(41) [207] = 14111]-227-[00], 

ı $ 
zı 


ron = 44227 — [0'077 —-[1’17]}. 


Stellen wir nun die Resultate dieses und des vorhergehenden Para- 
graphen kurz zusammen, so lässt sich dieses sagen, dass alle durch die neue 
sezeichnung eingeführten symmetrischen Functionen sich ausdrücken lassen 
durch die Radienvectoren und ihre Differentialquotienten bis zur zweiten Ord- 
nung mit Ausnahme der Functionen von der Form [01], welche, abgesehen 
von den Radienvectoren und ihren ersten Differentialquotienten, in (36.) ab- 
hängig gemacht worden sind allein von der durch Gleichung (35.) definirten 


alternirenden Funclion Z. 














110 Hesse, über das Problem der drei Körper. 


Diese Funetion Z lässt sich nicht mehr ausdrücken durch die Radien- 
vecloren und ihre Differenlialquotienten niederer Ordnung. Wie wir im fol- 
senden Paragraphen sehen werden, bedarf es dazu noch der Dilferentialquo- 
tienten der dritten Ordnung. 

Aber an Stelle eines einzigen Ausdruckes für die alternirende Function 
I, wird die Symmetrie sogleich drei verschiedene Ausdrücke ergeben, aus 
deren Gleichsetzung zwei Differentialgleichungen des engeren Problemes her- 
vorgehen von der dritten Ordnung und zwar ohne Inlegralion. 


yı. 


Wenn man die Gleichung (38.) differentirt und durch 2 dividirt, so 


erhält man: 
42.) x’ x" TRRT Inz”’ — — !(f*) a ee 
( ) ryyA Fu WITT D) 


eine Gleichung, deren linker Theil gleich ist dem linken Theile der Gleichung 
14.). Setzt man die rechten Theile der Gleichungen einander gleich, so wird: 


4 f \ ı ı a Z 
——+misaX+By-+cz| = 


und wenn man für A, 5, c die Werthe setzt aus (13.): 








Mr' [00] , [01] [02] } d Ir oe er m 
mus re‘ md = — L _—) => ı [ nie 
ii Si are ie ”r; a! + 2 
Mr' I (AM 
oder da man hat: -— = I u nd [0'0] = 4[007, so geht die letzte 
Gleichung über in: 
I I ei Alan Fe P- ‚OT. 
Tan a ") r pP 


Setzt man in diese Gleichung die Werthe von [01] und [0'2] aus 
36.) ein, so erhält man: 


- 





hc pls ah ya ‚ ‚Tor jotf' , fo2yı 
He = r) 7 4m d Ver 1 4P° : ng 9 
Multiplieirt man mit —2, so wird mit Rücksicht auf (28.): 
At Du aa 2M 
3) 21, AIR -UEREe 2m u Ze 2 


Eine andere bemerkenswerthe Gestalt erhält diese Gleichung, wenn 
man die Gleichungen (4.) und (5.) benutzt. 
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Aus der Gleichung (43.) geht nun ein System von drei Gleichungen 
hervor durch eyelische Vertauschung der Indices 0, 1, 2. Dieses System 
lässt sich sehr einfach wiedergeben, wenn wir die Bezeichnung einführen: 

n | 2m), 2M\, 
r 


DEE 
Y — ( r 7 ) au Aue \ =. « ( 1 nn 
m ( i E m, J m 


n ui 
N ) — 


(44.) 


bei welcher Gelegenheit wir zu künfligem Gebrauch gleich auf einen ähnlich 


ebildeten Ausdruck 7, ebenfalls der zweiten Ordnung, aufmerksam machen: 








8 
5) U "- lt ( Alairae 1 . ea: 
Man hat demnach folgende drei Ausdrücke für die alternirende Function 7.: 
u er 
46) Bl) = It PitO. 
nee am. 








Die beiden letzten Ausdrücke beweisen, dass Z nicht unendlich wird, 
wenn man die Masse m gleich Null selzt. Der erste Ausdruck von Z in (46.) 
oder (43.) wird nur scheinbar unendlich, wenn man m gleich Null setzt, denn 
in diesem Falle reducirt sich das Problem auf das Problem zweier Körper, 


und es verschwindet nach (1.) und (4.) auch der Zähler jenes Bruches, dessen 


Nenner m ist. Der erste Ausdruck für L wird demnach unbestimmt, wenn 
man m gleich Null setzt. 
Die angegebenen Ausdrücke (46.) sind unsymmelrischh Um einen 


symmetrischen Ausdruck für das Produet zweier alternirenden Funelionen zu 
erhalten, von welchen die eine L ist, multiplieiren wir die Gleichungen (46.) 
der Reihe nach mit m [12]. m, |20), m,|01] und addiren. In Berücksichligung 
von (37.) erhalten wir dann: 

d’v 


Juaz_ 


- dn, dt 
!+m [O1] P,+0.). 


d’v 


d’v 

dndt dn, di. 

+m[12] \P+Q)+ m, [20] ‚P,+Q 
Um nun die alternirende Funelion Z in symmelrischer Weise aus den 

Gleichungen (46.) zu eliminiren, addiren wir die Gleichungen und erhalten 

auf Grund von (29.) und (30.): 


d’v 
dn dt 


m 


2 
m 


At, (907 





> J 
- 


[12] x 5 [01 


d’r d’v 


0 


dn, da dn, dt ’ 
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Da aber nach (44.) und (45.) ist: 
dv dv dv 





‚BR dn ' dn, 72 dn, ” 
so hat man die Differentialgleichung dritter Ordnung zwischen den Radien- 
vecloren und der Zeit: 


dUV 
#8) 0= rh 


Die zweite gesuchte Differentialgleichung ebenfalls der dritten Ordnung 
r \ ; u 2,74 2 
erhält man, wenn man die Gleichungen (46.) respective mit PR =, mul- 


tiplieirt und addirt: 


1 dv 1 dv un d’v 2 | 2 2 ’ 
en BIT: _ _ ıpıo!ı Ip ıQ! PO, 
r’ dndt | r, dn, dt r); dn,dt r? ‚P4 2 I w L 1 Qt ” P+Q 


(49,) 








Als Controlle der vorangegangenen Entwickelungen mag die Bemer- 
kung dienen, dass sowohl die Gleichung (48.) als (49.) übergeht in die Dif- 
ferentialgleichung (1.), wenn man eine der Massen gleich Null setzt. 

Die beiden letzten Differentialgleichungen dritter Ordnung haben sich 
ergeben ohne Integration. Sie lassen sich daher betrachten als zweckmässige 
Zusammenstellungen der Differentialgleichungen des allgemeinen Problemes. 

Es bleibt demnach noch übrig eine dritte Differentialgleichung zwischen 
den Radienvectoren und der Zeit ebenfalls der dritten Ordnung ohne In- 
tegration aufzusuchen. 


IX. 

Es wird Vortheil bringen den bis dahin eingeschlagenen Weg zu ver- 
lassen und von wirklichen Integralen des allgemeinen Problemes auszugehen, 
denn wir haben es ja in der Gewalt durch Differentiation die Integrations- 
constanten wieder verschwinden zu lassen. 

Zur Herleitung der dritten und letzten Differentialgleichung des engeren 
Problemes werden wir uns der drei Integrale (20.) mit den willkürlichen 
Constanien «, P, y, oder, präciser ausgedrückt, des einen Integrales be- 
dienen, dessen Integrationsconstante C sich aus den angegebenen zusammen- 
setzt wie folgt: 

(50) C= «d+Pp+tY. 

Wir haben demnach auf Grund von (20.): 
n 2’ — y'2)\° 32'— 2'2)\” (y'— z'y)\* 
1) 0 = (SED Teen, 


m 
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Ordnet man diese Gleichung nach den umgekehrten Quadraten und 
| . » . 1 “ ” 
Producten der Massen, so sieht man, dass der Coefficient von —, in der Ent- 
m 
wickelung ist: 


a ia #0 f us "ren NR 2 
(y3-y3)+(2—-3 2) +(2y— xy), 


ist: 





und dass der Öoefficient von = 
ın 
1 


ya-y 3) ySs-Yızı)+ (32-32) (30—-210,)+ (ey'—a'y) (a yı— Si Yı) 
und so ferner. 

Dieses sind Formen, für welche die Determinanten-Theorie für unsere 
Zwecke passendere Formen einführen lehrt, nämlich für den ersten Aus- 
druck folgenden: 

(zetyy+22)(@ctyy+z32)—(er+yy'+23') 


und für den zweiten: 


f } \ 


ee, ee, 2, 3 ' a u  . F 

(et, +yyı+23) (ea +Yy yıt23 3) -(@stYyyıt233)(an +yyı+33)). 

Machen wir nun von den für die symmetrischen Functionen einge- 
führten Zeichen Gebrauch, so haben wir: 


(y3’—y'3)+ (32-3 2)’+ (zy'—2’y)' = [00][0'0]— [0'07°, 
(52.) ((y2’— y'2)(yısı —Yı2) + (20 —-3'2) (3,0 —-2,2)+(@y'—a’y)(zyı — xy.) 
= [01][0°17)— [071] [1°0] 


und so weiter. 
Man hat demnach folgende Entwickelung der Gleichung (51.): 


92 
- 





= [00] [00] — [007 +—— [[01][017J- [O1] WO]]++--- 


mm, 


Setzt man in dieselbe die Werthe von [O’1],. [1'0] etc. aus (36.) und 
multiplicirt mit — 1, so erhält man: 
2M 


mm, m, 


= —][00][00)— [007] — —_. [01] [017 — [01] [10] | — --- 


mm, 


L—-0? 
(39 *.) 


Dieses würde, da nach (47.) L ein Ausdruck der dritten Ordnung ist, 
die gesuchte dritte Differentialgleichung zwischen den Radienvectoren und der 
Zeit sein, wenn sie nicht die Constante ©” der Integration enthielte.e Um aus 


ihr die verlangte Differentialgleichung des engeren Problemes ohne willkür- 
liche Constante abzuleiten, differentiiren wir dieselbe nach der Zeit: 
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| AM gp 
u i mm, m, 
(4) 3 .; 
= 447 10071007 — [0007]... 4, 10111017 [I I} 


Da der rechte Theil der Gleichung (53*.) von der zweiten Ordnung 
ist. so wird der rechte Theil der Gleichung (54.) von der dritten Ordnung. 
Die Gleichung selbst ist von der dritten Ordnung, weil nach (47.) das sym- 
metrische Product ZZ’ von der dritten Ordnung ist. 

Auch hier wird man bemerken, dass die Differentialgleichung (54.) 
übergeht in (1.), wenn man eine der Massen gleich Null setzt. 

Die vollständige Lösung des Dreieck-Problemes der drei Körper be- 
ruht demnach auf der Integration der drei Differentialgleichungen (48.), (49.), 
(54.) dritter Ordnung, zu deren Aufstellung es keiner Integration der Dif- 
ferentialgleichungen des allgemeinen Problemes bedurfte. 

Wenn man die Prineipe der Mechanik walten lässt, welche Integrale 
liefern, so liegen zwei Integrale des Systems von drei Differentialgleichungen 
des engeren Problemes zu Tage, nämlich das aus (48.) hervorgehende In- 
tegral von der zweiten Ordnung: 

Ba) A=ÜD 
mit der willkürlichen Constante A, und die Differentialgleichung (53*.) vor- 
läufig von der dritten Ordnung, mit der willkürlichen Constante €. 

Da die Differentialgleichungen (48.), (49.), (54.) sämmtlich linear sind 
in Rücksicht auf die dritten Differentialquotienten der Quadrate der Radien- 
vectoren, so kann man letztere leicht ausdrücken durch die Differentialquo- 
tienten niederer Ordnung. Setzt man ihre Werthe in den Ausdruck (47.) für 
L, so wird derselbe von der zweiten Ordnung und die Differentialgleichung 
(53*.) selbst von der zweiten Ordnung. Diese Differentialgleichung (53*.) lässt 
sich demnach betrachten als ein Integral der drei Differentialgleichungen des 
engeren Problemes mit der willkürlichen Constante C der Integration von der 
zweiten Ordnung. 

Um die Richtigkeit der beiden Integralgleichungen (55*.) und (53*.) 
zu prüfen, setzen wir für A und C respective = und z und lassen m ver- 


schwinden. Die erstere Gleichung geht dann über in die Gleichung (2.), die 
letztere in Berücksichtigung des im vorhergehenden Paragraphen ausdrücklich 
aufgeführten Umstandes, dass Z nicht unendlich wird, wenn m=0, in die 
Gleichung (3.). 








de: 
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Die durchgeführte Untersuchung fassen wir nun kurz zusammen in 


dem Theoreme: 


Theorem. 

Wenn man das allgemeine Problem der drei Körper beschränkt auf 
die Gestalt des Dreieches, dessen Ecken die drei Körper bilden, so hängt die 
Lösung des engeren Problemes ab von drei Differentialgleichungen der dritten 
Ordnung (48.), (49.), (94.). Wenn man aber die Principe der Mechanik vor- 
aussetzt, welche Integrale liefern, so lässt sich dasselbe abhängig machen von 
zwei Differentialgleichungen (55*.),. (93”.) der zweilen Ordnung und einer 


Differentialgleichung (49.) dritter Ordnung. 





Anmerkung. Das Theorem ist bekannt durch eine von Lagrange verfasste uni 
von der Pariser Akademie gekrönte Preis-Schrift: „Essai d’une nouvelle M&thode pour 
resoudre le Probl&me des trois Corps“ aus dem Jalıre 1772. Da der Verfasser von 
vorne herein, wenn auch mit sichtbarem Widerstreben, die Symmetrie der Aufgabe 
fallen liess, so konnte er kaum zu den, den Umständen nach einfachen, Resultaten 
gelangen, welche vorliegen. In späteren Jahren ist Lagrange nicht wieder auf sein 
Problem zurückgekommen. Es ist dieses um so mehr zu beklagen, als gerade er 
den Gebrauch der Symmetrie in einem Grade ausgebildet hat, wie kein Mathematiker 
vor ihm. 


München, 1871. 
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Untersuchung eines Problems der Varıations- 
rechnung, in welchem das Problem der Mechanik 


enthalten ist. 
(Von Herrn R. Lipschitz in Bonn.) 





Hoamitton hat in seiner Abhandlung 0x a general method in dynamics *) 
bemerkt, dass die Differentialgleichungen der Bewegung eines Systems von 
freien Massenpunkten, bei dem die bewegenden Kräfte auf eine Kräftefunction 
zurückgeführt werden können, aus der Forderung hervorgehen, dass die erste 
Variation eines von ihm bezeichneten Integrals gleich Null werde. Das Element 
dieses Integrals ist gleich dem Aggregate aus der halben Summe der leben- 
digen Kräfte des Systems und aus der Kräftefunction, multiplieirt in das Zeit- 
element; die Integration erstreckt sich von einem beliebigen festen Anfangs- 
werthe bis zu einem beliebigen festen Endwerthe der Zeit; bei der Variation 
werden die Coordinaten der Massenpunkte in der betreffenden Anfangslage 
und Endlage als unveränderlich betrachtet. Wie man leicht erkennt, bleibt 
diese Darstellung des mechanischen Problems auch dann noch gültig, wenn 
zwischen den Coordinaten der einzelnen Massenpunkte Bedingungsgleichungen 
vorhanden sind, welche die Zeit nicht enthalten. Alsdann hat man die Co- 
ordinaten der Massenpunkte durch eine angemessene Zahl von unabhängigen 
Variabelen auszudrücken, und die halbe Summe der lebendigen Kräfte des 
Systems in eine quadratische Form von den nach der Zeit genommenen Dif- 
ferentialquotienten der unabhängigen Variabelen zu verwandeln. 

Da das Mass für die lebendige Kraft eines einzelnen Massenpunktes 
erhalten wird, indem man die Masse desselben mit dem Quadrate des Linear- 
elements seiner Bahn multiplieirt und durch das Quadrat des Zeitelements 
dividirt, so hängt die Bestimmung des Masses von dem Ausdrucke des Linear- 
elements im Raume ab. Die neueren Speculationen über die Natur des Raumes 
haben gezeigt, dass es nicht nothwendig ist. das Element einer von einem 
Punkte ausgehenden Linie im Raume als darstellbar durch die Quadratwurzel 
aus dem Aggregat der Quadrate von den Differentialen geeigneter Coordinaten 





*) Philosophical transactions of the royal society of London, 1834, part II, 
pag. 247; 1855, part I, pag. 9. 
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des betrellfenden Punktes anzunehmen. Wenn man von gewissen Bedingungen, 
die in dem wirklichen Raume thatsächlich erfüllt sind, abstrahirt. so ist es 
sestattet, das Linearelement gleich der Quadratwurzel aus einer beliebigen 
wesentlich positiven quadratischen Form, oder allgemeiner gleich der p“ 
Wurzel aus einer beliebigen wesentlich positiven Form des p'“” Grades von 
den Dilferentialen beliebiger Coordinaten des betreffenden Punktes vorauszu- 
setzen. Dieser allgemeineren Hypothese in Bezug auf die Natur des Raumes 
lassen sich die Begriffe der Mechanik anpassen *). Man kann feststellen, dass 
die lebendige Kraft eines Massenpunkies gemessen werde, indem die Masse 
des Punktes mit der p!“® Potenz des betrefilenden Linearelements multiplieirt 
und durch die p‘!® Potenz des Zeitelementis dividirt wird. und dem Hamilton- 
schen Variationsproblem ein allgemeineres Variationsproblem substituiren, bei 
welchem das Aggregat aus dem p‘" Theile der Summe der so eben be- 
stimmten lebendigen Kräfte des Massensvstems und aus einer Kräftefunclion, 
unter dem Integralzeichen erscheint. 
Eine einfache Ueberlegung lehrt, dass, sobald zwischen den Coordi- 
naten keine Bedingungsgleichungen existiren und die Kräftefunction gleich Null 
‚ die Integration des bezeichneten Variationsproblemes jedem Massenpunkte 
das Fortschreiten auf einer Linie vorschreibt, die für das gewählte Linear- 
element eine kürzeste Linie ist. Hiermit ist aber die erste Fundamentaleigen- 
schaft der Bewegung eines Systems von Massenpunkten ausgesprochen, das 
an keine Bedingungsgleichungen gebunden ist und von keinen beschleunigenden 
Kräften getrieben wird. Wofern Bedingungsgleichungen zwischen den Coor- 
dinaten der Massenpunkte gegeben sind, die nicht von der Zeit abhängen, so 
wird man bei dem bezeichneten Variationsproblem ebenfalls independente 
Variabele einführen. und es geht der p'* Theil der Summe der lebendigen 
Kräfte in eine wesentlich positive Form des p‘“" Grades von den auf die Zeit 
bezogenen Diflerentialquotienten der Variabelen über. Ein Integral der be- 





*) Eine gleiche Richtung verfolgt die Untersuchung von Herrn Schering: Die Schwer- 
kraft im Gaussischen Raume, Nachrichten d. k. Ges. d. Wiss. zu Göttingen, 1870, Juli. 
Der Ausdruck, welcher daselbst pag- 318 als Repräsentant des Potentials bezeichnet 
wird, ergiebt sich aus der Formel für die Grösse ® ın dem Aufsatze: Fortgesetzte 
Untersuchungen in Betreff der ganzen homogenen Functionen von n Differentialen, dieses 





Journ. Bd. 72, pag.56, sobald die Zahl n= 3, ya=& yY2f,(u) = (m, u) genommen, 
und der Factor —ma hinzugefügt wird. Schon früher hat Dirichlet dieses Gebiet 
betreten. Derselbe sagte mir vor ungefähr zwanzig Jahren, er habe untersucht, wie 
sich die Theorie der Anziehung nach dem Newtonschen Gesetze gestaltet, wenn da- 
bei die Gaussische Theorie des ımaginären Raumes zu Grunde gelegt wird, theilte 
mir aber keine Einzelheiten mit. 
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treffenden isoperimetrischen Differentialgleichungen, das dem Integral der leben- 





digen Kraft entspricht, hat zur Folge, dass, wenn die Kräftelunction gleich 
Null ist, die in Rede stehende Form des p'®® Grades für jeden Werth der 
Zeit einen constanten Werth haben muss. Sind daher für ein Anfangssystem 
der Variabelen die sämmtlichen Anfangswerthe der Differentialquolienten gleich 
Null gegeben, so hat die Form beständig den Werth Null. Wegen des we- 
sentlich positiven Charakters der Form sind dann auch die Differentialquotienten 
der Variabelen beständig gleich Null, und die Werthe der Variabelen bleiben 
dauernd gleich denjenigen Werthen, die für das Anfangssystem gegeben sind. 
Hierin liegt aber die zweite Fundamentaleigenschalt der Bewegung eines 
Systems von Massenpnklen, für das Bedingungsgleichungen existiren, und die 
Kräftefunetion den Werth Null hat. Die vorliegende Arbeit bezieht sich auf 
das allgemeine Varialionsproblem desjenigen Integrals, dessen Element gleich is! 
dem Aggregrate aus einer beliebigen Form des p**" Grades von den nach der 
Zeit genommenen Differentialquotienten der Variabelen und einer beliebigen nur 
von den Variabelen abhängenden Kräftefunction, in das Zeitelement multiplicirt. 

Das Variationsproblem der bezeichneten Art, bei dem die Kräftefunction 
verschwindet, hängt innig zusammen mit den charakteristischen Eigenschaften 
der Form von Dillerentialen, welche entsteht, sobald man in der betreffenden 
Form des p‘°® Grades die Differentialquotienten der Variabelen durch die be- 
züglichen Differentiale ersetzt. Nun erhebt sich die Frage, ob auch das all- 
gemeine Variationsproblem, bei dem eine beliebige Kräftefunction auftritt, mit 
den charakteristischen Eigenschaften einer bestimmten Form oder ganzen ho- 
mogenen Function von Differentialen in einer analogen Beziehung stehe. 

Für das Variationsproblem, welches die wirkliche Bewegung eines 
Systems von Massenpunkten darstellt, bei dem also die Zahl p den Werth 
zwei hat, ergiebt sich die Bestimmung einer Form, von der dies gilt, folgen- 
gendermassen. Wenn man die Summe der lebendigen Kräfte des Systems 
mit dem doppelten Aggregat aus der Kräftefunction und einer willkürlichen 
Constante multiplicirt, die aus diesem Product gezogene Quadratwurzel mit 
dem Elemente der Zeit multiplicirt und nach demselben integrirt, so entsteht 
das Integral der kleinsten Wirkung. Das Element dieses Integrals, aus dem 
sich das Zeitelement fortheben lässt, kann als die Quadratwurzel aus einer 
quadratischen Form von den Differentialen der Variabelen aufgefasst werden, 
und diese neue quadratische Form ist eine solche, mit der das in Rede stehende 
Variationsproblem in dem angedeuteten Sinne correspondirt. 
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Das Verschwinden der ersten Variation des Integrals der kleinsten 
Wirkung für unveränderliche Werthe der Anfangs- und der Endcoordinaten 
determinirt bekanntlich die Art und Weise, wie die eingeführten unabhängigen 
Variabelen bei der Bewegung des Massensystems von einer beliebig unter 
ihnen gewählten Variabele abhängen, und die Hinzufügung des Integrales der 
lebendigen Kraft giebt an, wie diese letzte Variabele sich mit der Zeit ändert. 

Das Integral der kleinsten Wirkung verwandelt sich durch eine an- 
gemessene Substitution in die Function, welche Hamilton als die charakte- 
ristische Function des mechanischen Problems an die Spitze seiner Forschungen 
gestellt hat. Die eine der beiden partiellen Differentialgleichungen, die Hamil- 
fon für die charakteristische Function bildet, ist der Ausgangspunkt für die 
eingehenden und umfassenden Untersuchungen geworden, welche Jacobi den 
mechanischen und anderen mit denselben verwandten Problemen gewidmet hat. 
Dieselbe partielle Differentialgleichung erscheint als eine Transformationsrelalion. 
wenn es sich darum handelt, die bezeichnete neue quadratische Form von den 
Differentialen der Variabelen des mechanischen Problems in eine andere Form 
zu transformiren, die durch einen Complex von Merkmalen ausgezeichnet ist. 

Einen Leitfaden für die Betrachtung bietet hier die Untersuchung über 
die kürzesten Linien auf einer gegebenen Oberfläche, die Gauss in den dis- 
quisiliones generales circa superficies curcas niedergelegt hat. Zu den dorligen 
Ergebnissen gehört der Satz, dass, wenn man senkrecht gegen eine in der 
gegebenen Oberfläche beliebig gezeichnete Contour und nach derselben Seite 
dieser Contour lauter kürzeste Linien von gleicher Länge construirt, die End- 
punkte eine neue Contour bilden, auf der die kürzesten Linien ebenfalls senk- 
recht stehen. Verschiedene Werthe der festen Länge ergeben verschiedene 
Contouren der Endpunkte; das Gesetz dieser Contouren wird aber dargestellt, 
indem ein gewisses Integral der correspondirenden Hamiltonschen parliellen 
Differentialgleichung angemessene constante Werthe erhält. 

Von Herrn Beltrami ist diese Anschauung auf einen Raum von n Di- 
mensionen ausgedehnt, für den das Quadrat des Linearelements eine beliebige 
quadratische Form von den Differentialen der Coordinaten eines Punktes ist 
(sulla teorica generale dei parametri differenziali, memoria letta nella sessione 
25. Febbrajo 1869 dell’ accademia delle scienze dell’ istituto di Bologna). 
Diese Anschauung lässt sich auf die Probleme der Mechanik übertragen. 
indem män eine gewisse Gruppirung der Anfangszustände des bewegten 


Massensystems einführt. Es werden nur solche Auflösungen des mechanischen 
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Problems zusammengenommen, für welche die Constante, die bei dem Integral 
der lebendigen Kraft zu der Kräftefunction hinzukommt, denselben Werth hat. 
An die Stelle einer kürzesten Linie auf der gegebenen Oberfläche tritt eine 
Auflösung des mechanischen Problems, an die Stelle der Contour der Anfangs- 
punkte eine Gleichung für die Anfangswerthe der Variabelen, an die Stelle 
der Forderung einer senkrechten Richtung der kürzesten Linien gegen die 
Contour der Anfangspunkte eine Bestimmung für die Anfangselemente der 
Variabelen, an die Stelle der festen Länge der kürzesten Linien ein fester 
Werth des Integrals der kleinsten Wirkung. Dann findet sich für die me- 
chanischen Probleme ein Resultat, das dem angeführten Gaussischen Satze 
genau entspricht. 

Dem allgemeinen Variationsproblem, bei dem das Aggregat aus einer 
Form des pte" Grades von den Differentialquotienten der Variabelen und einer 
reinen Function der Variabelen auftritt, ist die Variation eines zweiten Integrals 
zugeordnet, das als eine Ausdehnung des Integrals der kleinsten Wirkung gelten 
kann. Das Element dieses zweiten Integrals ist die pt° Wurzel aus einer neuen 
Form des pten Grades von den Differentialen der Variabelen. Diese neue Form 
correspondirt in dem angegebenen Sinne mit dem zuerst aufgestellten allge- 
meinen Variationsproblem und erledigt somit die vorhin aufgeworfene Frage. 
Auch die übrigen für das Problem der Mechanik gefundenen Ergebnisse bleiben 
bei dem betreffenden allgemeinen Variationsproblem bestehen und haben in- 
sofern die Eigenschaft, von den thatsächlich geltenden Voraussetzungen über 
das Mass des Linearelements und der lebendigen Kraft unabhängig zu 3ein. 


1. 
Es erstrecke sich der Zeiger a, und in der Folge auch der Zeiger 
b, c,... über die Reihe der Zahlen von 1 bis », und es bezeichne x, ein 


System von unveränderlichen Grössen, ft eine independente Variabele, von der 
die x, abhängig gedacht werden, 9 eine Function der Grössen x, und der 


y1* . . n d: ! . . .o. . 
ersten Differentialquotienten —=n welche die Variabele # explieite nicht 


enthält. Dann beginnt die Untersuchung mit der Aufgabe, die Grössen x, in 
der Weise als Functionen der Variabele { zu bestimmen, dass die erste 
Variation des zwischen festen Grenzen genommenen Integrals 


1.) 09 = / 9at 


für unveränderliche Anfangswerthe und Endwerthe der Variabelen x, gleich 
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Null wird. Die Darstellung der ersten Variation der Function 9% 


d - ds 2 Ör, 
4 0X, a 0% 
2 Int di 





2) d$= 2 


a OL, dt 











giebt das System von isoperimetrischen Differentialgleichungen 








en er 
© OL: Br 
(3.) ren 0. 


Wenn man in (2.) das Zeichen d durch das Zeichen d der Differentiation 
nach { ersetzt, so entsteht die Gleichung 


78 74 

u) ei d> - 7 z, 
4 d$ B3 o4F OL, ı, % Om, 
(27) di % Or di BT 














Aus dieser Gleichung folgen zwei verschiedene Schlüsse, je nachdem der 


Ausdruck B 
en 


0%, 





gleich Null oder von Null verschieden ist. Der erstere Fall tritt dann und 
nur dann ein, wenn 9% eine homogene Funclion des ersten Grades von den 
Grössen x,, mithin Jdt eine eben solche Function von den Grössen dr, ist. 
Dann lehrt die Gleichung (2 *.), dass unter den » Gleichungen (3.) eine die 
Folge der (a—1) übrigen ist, und die zu bestimmende Abhängigkeit der 
Grössen x, von der Variabele # besteht lediglich in der Abhängigkeit dieser 
Grössen von einander. In dem anderen Falle liefert die Gleichung (2*.) das 


Integral des Systems (3.) 
STE Ds 


9 
° O8 





wo H eine willkürliche Constante bezeichnet. In beiden Fällen denkt man 
sich die vollständige Integration des Systems (3.) so ausgeführt, dass die 
Grössen x, und x, für {=t, beziehungsweise den vorgeschriebenen Con- 
stanten x,(0) und x,(0) gleich werden. In dem Falle, dass der Ausdruck 
(4.) gleich Null ist, betrachtet man die (a—1) Grössen x, als von der übrig 
bleibenden Grösse x, abhängig, und hat als wesentliche Integrationsconstanten 
die zu dem Werthe x, —=x,(0) gehörigen (a—1) Werthe «,(0) und (2—1) 
x (0) 


Verhältnisse — Die Charakteristik d, mit der Einschliessung in eine 
Tr, 
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Klammer verbunden, bedeute eine Variation, bei der x,(0) und x,(0) geändert 
werden, f fest bleibt; die Charakteristik d ohne Klammer eine Variation, bei 
der auch £ geändert wird; die Hinzufügung der Null bei einer Function die 
Substitution z,=2,(0), &,=x,(0). Alsdann giebt die Gleichung (2.) das 
Resultat 










2. 04 (0) 




















> — 
(6) 00) = EZ 0) 
und, weil 
00 = (JO) +Ydt, dx, = (dar,)+ x, (0) dt \ 
ist. das nächste Resultat 
N 3 (0) 
7.) 00=-(9- 2 2.)0 _2ID 92,0). 
2) ) Ale a 82,0) i 
Sobald nun der Ausdruck Pr gleich Null m so kommt 
TR EN 4er, 


. m * dm (0) 
und die Grösse © ist gleich einer reinen Function der Werthsysteme x, und 
x,(0). Damit die Grösse © eine eindeutige Function derselben sei, müssen 
die Integrationswerlhe x, von den Anfangswerthen x,(0) beziehungsweise nur 


. . . . . x. 0 » .. 
um so viel abweichen, dass die (a—1) Verhältnisse a ) durch die Grössen 
T,, 


x, eindeutig ausgedrückt werden können. Wenn dagegen der Ausdruck (4.) 
nicht gleich Null ist, so gilt das Integral (5.), und die Anwendung desselben 


auf (7 *.) liefert die Gleichung 
7) JO = -Hdt+ 3-00, -2 20 92, (0). 


. 02, ® Ox, (0) 














Damit die Grösse © hier eine eindeutige Function der Grössen f, &,, 2, (0) 
sei, müssen die Integrationswerthe x, von den Anfangswerthen x,(0) nur um 
soviel entfernt sein, dass die » Grössen x,(0) durch die » Grössen x, und 
durch £ eindeutig dargestellt werden können. 

Jetzt sollen zwei Voraussetzungen über die Function 9 gemacht werden, 
für welche die entsprechenden Systeme von Differentialgleichungen (3.) in einer 
genauen gegenseitigen Beziehung stehen. Sei f(dx) eine ganze homogene 
Function oder Form des pte® Grades von den x» Differentialen dx,, deren 
Coefhicienten ya den Grössen x, beliebig abhängen, und bei der die Deter- 
o’f(dx 


u — nicht identisch verschwindet, sei die Zahl p gleich oder 
odx,o dx, 


grösser als Zwei, U eine reine Function der Variabelen x,, dann heisst die 





minante 
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erste Voraussetzung 
dx 
am Biere SE ] 
(8.) = AF)+U. 


Vermöge derselben werden aus den Gleichungen (1.), (3.), (5.), (7.) be- 


ziehungsweise die Gleichungen 


ar) 0= SWwa)+U)at, 





of’) 
ge) _a__A_ EU |, 
yh dt 0X, : Pi 
5.) (p-NYfa)-U=H, 
ra ‘fg \ L) Ö (2) \ + Ö (xz’(0)) . EN 
7). d9 = -Hüt+z3 ID 92, 3 LEI 92,0). 
a + “ 0x, (0) 


Bei der Integration des Systems (3°.) ist auf Grund von früheren Ausführungen 








anzunehmen, dass die Determinante u für die Substitution der Anfangs- 
Or, OX 
werlhe ©,=2,(0), x&,= x/(0) einen von Null verschiedenen Werth bekomme. 


Ich nehme ferner an, dass die Grösse (p—1)f(x’) = U+H für dieselbe Sub- 
stitulion einen positiven Werth habe, und dass die Integration sich aul ein 
positives Intervall {—t, beziehe, und zwar allein auf ein solches Intervall, 
in dem die Grösse (p—1)f(z') = U+H einen positiven Werth behält. 
Wofern die Function U nicht gleich einer Constante ist, so wird mit 
dem gewählten Werthe der Constante H die neue Form des p‘® Grades von 
den » Differentialen dx, gebildet 
p(U+H) 


52 pfide). 





(9.)  Flde) = ( 


Wenn aber U gleich einer Constante ist, so gelte die Gleichung 
(10.) F(d«) = pf(d«). 


An diese Form F(dx) schliesst sich die zweite über die Function 9 zu treflende 


Voraussetzung 
1x 
( (na) 
11.) (—) 


dr: 4 ‚ 0 
Die Werthverbindungen x, und = sind dadurch beschränkt, dass die Form 


r(Z) und die Function U+H nur positive Werthe erhalten dürfen; die pt 


Wurzel aus einer positiven Grösse soll stels einen positiven Werth bezeichnen. 
16 * 





























124 Lipschitz, Untersuchung eines Problems der Variationsrechnung. 


Durch (11.) verwandelt sich das Integral © in das Integral 
p—l 


2 2 7 MY N 
1) R=/ (FPra=f (PEN? (pre) at, 
t, 





P- 


ty 


beziehungsweise in das Integral 
ui; E: 4 ‘ 
(1*) R= 7; (F(z'))P dt — / (pfia'))r at, 
1, t, 


je nachdem U nicht constant oder constant ist. Das System der isoperimetri- 


schen Differentialgleichungen (3.) geht in das System 
1 








(Fa)? 
(#) d x, _AFEP _ 0 
dt OXa 
über, welches, da die durch (11.) definirte Function 9 in Bezug auf die 
Grössen Ze homogen und vom ersten Grade ist, in Folge der oben ausge- 


sprochenen Bemerkung mit einem System von (»—1) Differentialgleichungen 
zwischen den Variabelen x, gleichbedeutend ist. Das System (3°.) kann ver- 
mittelst der Bezeichnung 





U+H 
(12) 2 = ——, 
P1)f@) 
für ein nicht constantes U, oder 
1 
12*, 2 = uw 
Meer PIE)’ 


für ein constantes U, und einer einfachen Reduction folgendermassen dargestellt 


werden 
of) 

HT Fe 1 U), 108 are 

wre EEE EN _ 


dt or, 2 or, p dt Öx, 


Die Gleichung (7*.) liefert den Ausdruck für das vollständige Differential 





der Grösse R, die als reine Function der Werthsysteme x, und x,(0) auf- 
gefasst werden kann, 








2 a 
söreN? 5, _ SER? 5, 

















(7°.) Ö — . r x, (0). 
a Or, a 0x, (0) , 
Für ein nicht constantes U ist derselbe gleich dem folgenden 
v1 
| U+H \P „ofen, 
JR = Ss ———l) 
mes, or = (ee) Fin de 
m vs 0. 
U,+H ? „of,(@’(0)) 
_ zZ dz,(0); 
| (G=11.@0)) ° 0x,(0) 0); 
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für ein constantes U hat man in (7’*.) die Substitution 
u EEE) FE) 
p—1 p—1 
vorzunehmen. 
Die Art der Beziehung zwischen dem System (3°.) und dem System 
(3°*,) richtet sich nach dem mehrfach hervorgehobenen Umstande, ob die 


Function U gleich einer Constante ist oder nicht. In dem ersten Falle sind 

- . oU . .. . % Nr [2 r 

die Ausdrücke 30; und es ist möglich, aus dem System (3°.) die Va- 
a 


riabele £ unmittelbar zu eliminiren ge ° Das Resultat dieser Elimination wird 
durch das System (3°*.) dargestellt; denn das System (3°.) hat die Gleichung 


I (m! 4 19 

id —=0, und deshalb auch die Gleichung ir —( zur Folge, und vermöge 
AIT7 

dieser Gleichungen und der Gleichungen —— — 0 ergiebt sich das System 


OX 
(3°*) aus dem System (3°). In dem zweiten Falle, wo die Function U 
nicht gleich einer Constante ist, kann man aus dem System (3°.) die Variabele 
t mit Hülfe des Integrals (5°.) eliminiren. Das Resultat dieser Elimination 
wird ebenfalls durch das System (3°*,) dargestellt; denn das Integral (5".) 
des Systems (3°.) ist mit der Gleichung 
Bee 1 
aequivalent, und bei Hinzuziehung derselben folgt das System (3°*.) aus dem 
System (3°). Da die Variabele £ in dem System (3° *.) nur formell auftritt, 
so kann man statt derselben auch eine beliebige Variabele x, aus den 
Variabelen x, substituiren und dadurch, wie schon erwähnt, die (n—1 
anderen Variabelen x, von dieser abhängig machen. Unter den » Differential- 


gleichungen des Systems (3°*.) sind dann immer »n—1 von der Beschaffenheit, 








Z ’ i . ' d’x. ' 
dass vermöge derselben die »„—1 zweiten Differentialquotienten 7a, ein- 





w. 
deutig durch die ersten Differentialquotienten und die Variabelen ausgedrückt 
i \ o’f(a”) | 
werden. Denn die » Ableitungen der Determinante dia‘ -| nach den Elementen 
| 02, 0% 





2 ' 
können nicht sämmtlich verschwinden. ohne dass die Determinante 
Or, OX,, 

ebenfalls verschwindet. Sobald nun das System (3°*.) in der oben bezeich- 
neten Weise vollständig integrirt ist, so dass dem Werthe x, =x, 0) die 


Werthe der Variabelen x,=x,(0) und die Werthe der Differentialquotienten 


*) Untersuchungen in Betreff der ganzen homogenen Functionen von n Differentialen, 


d. Journal Bd. 70, pag- 88. 
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de, 2.0 Re | 
= 7 entsprechen, dann ergiebt sich eine vollständige Integration des 
dx, 


Systems (3°.), bei der für den Werth ?=, die Variabelen x, und die Dif- 
ferentialquotienten — die correspondirenden Werthe x,(0) und x,(0) an- 
nehmen durch Ausführung einer einfachen Integration. Die Abhängigkeit der 
Variabele x, von der Variabele £ wird bei einem constanten U durch die 


Gleichung 
de) _ 
ar 0: 


bei einem nicht constanten U durch die Gleichung (13.) 
en 
dargestellt. Daher entsteht für den letzteren Fall die Gleichung 


VIER Won 2 


x. (0) 


und für den ersteren Fall die Gleichung 











2, rk) 
(14*) 1-1, SV Ä Kar, dz.. 
f, (2’(0)) | 


x. (0) 


Wenn dagegen das System (3°.) in der vorgeschriebenen Weise voll- 
ständig integrirt ist, so liefert die bezügliche Elimination Ausdrücke der 
Variabelen x, durch die Variabele &,, welche das System (3°*.) unter den 
entsprechenden Bedingungen vollständig integriren. Vermöge der Integration 
des Systems (3“.) entsteht für das Integral AR, sobald U nicht constant ist. 
aus (1°.) die Gestalt 


2 -. 
45.) R = / pfia') dt, 
t, 
wenn aber U constant ist, aus (1°*.) die Gestalt 


1 
(15%) R= (phf@(0)))” (de-4)). 


2. 
Eine Hauptabsicht der gegenwärtigen Untersuchung geht auf die Er- 


örterung des Zusammenhangs, der zwischen dem System von isoperimetrischen 
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Differentialgleichungen (3°.) bei einer ganz beliebigen Function U und den 
Eigenschaften der Form F(dx) besteht. Ich werde zu diesem Behufe zunächst 
die Zahl p= 2 vorausseizen und die Bedeutung aussprechen, welche die bis 
jetzt eingeführten Begriffe in dem Gebiete der reellen Mechanik haben. 
Wenn ein System von Massenpunkten gegeben ist, für dessen Be- 
wegung von der Zeit unabhängige Bedingungsgleichungen zwischen den Üo- 
ordinaten existiren, und die herrschenden Kräfte durch eine Kräftefunction 
dargestellt werden können, so denkt man sich die Coordinaten der Massen- 
punkte durch » independente Variabele x, ausgedrückt, und es sei die Zeit 
gleich t, die Summe der lebendigen Kräfte des Systems gleich der quadra- 


1 . ’ . . . 
tischen Form 2/7)» die Kräftefunction gleich der Function U. Dann er- 


giebt nach der Bemerkung Hamiltons das Variationsproblem des Integrals (1“.) 
1 
0 = / (fa) +U)d 
/ 


das System der Differentialgleichungen der Bewegung (3°.) 








PLLLCD, 
La Ola) OU 
er ER nn ar» ni GO 
di Or O8 
und die Gleichung (5“.) 


wird das Integral der lebendigen Kraft. Gleichzeitig erhält das Integral (1°. 
die Gestalt 


R = [RUHE (FEN) dı, 
4 


welche Jacobi dem Integral der kleinsten Wirkung pag. 43 der Vorlesungen 
über Dynamik gegeben hat, und das System (3.) wird das System der Dif- 
ferentialgleichungen der bewegung, das aus dem Princip der kleinsten Wirkung 
folgt. Jacobi hat an der angeführten Stelle die Reduction des Systems (3”. 
auf das System (3°.) unter der Annahme entwickelt, dass die Massenpunkte 
[rei sind, oder, dass für positive Constanten «, die Form 2f(dx) = F u,dr, ist. 

Das Integral der kleinsten Wirkung AR verwandelt sich vermöge der 


Gleichung (15.) in das Integral 
? 
R= f(x’) dt, 
/ 


welches Hamilton als die angehäufte lebendige Kraft bezeichnet, und dieses 
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geht durch die Einführung der Grössen x, und x,(0) in die Function über, 
welche Hamilton die charakteristische Function des mechanischen Problems 
nennt. Das vollständige Differential derselben wird nach (7’*.) durch die 
Gleichung 


U+H ey U,+H N: 
16.) JR = (5) "n Pu dx, (0) 


dargestellt. Sie entspricht, sobald I ist, der Gleichung (A.) 
auf pag. 251 der angeführten Hamiltonschen Abhandlung; nur der Werth H, 
der gegenwärtig als fest gilt, wird bei Hamilton ebenfalls variirt. Die cha- 
rakteristische Function R hat pero der Gleichung (16.) die Ableitungen 


oR P nn) ie, 
Nf@N Or, 














Or, 
iin... Ah be; U,+H ) of, 2’ (0) 
or, (0) f, (2’0)) 0x, (0) 


Wenn nun die quadratische Form f(dx), ihre Determinante und ihre adjungirten 


Elemente, wie folgt, bezeichnet werden 









f MM, (> > 
f(d<e) = 2 4,,da,dı;. 
(17.) WE 04 
|| = d, 7 A, 
Od, 





- 














) r oR ) 
so liefern die Ausdrücke von und ——— die beiden Hamiltonschen par- 
Or, O2, (0) 
tiellen Dijferentialgleichungen | 
oa oe ÖR 
18.) 3 —- — = 2(U+H). 


a,b | OL; OXy 
49, y Ass(0) OR OR 
| sl er a n : 
er a5 JO) 0m,(0) 02, (V) 


Die so eben unter der Voraussetzung p=? aufgestellten Formeln beziehen 





— 2(U,+H). 


sich sämmtlich auf ein nicht constantes U; die entsprechenden Formeln, bei 
denen U constant ist, werden aus den ersteren durch die Substitution 
(10**.) 2(U+H)=2(U+H)=1 
abgeleitet. 
Der Zusammenhang zwischen dem System der Differentialgleichungen 
der Bewegung (3°.) und der quadratischen Form 
(9*,)  F(de) = 2(U+H)2f(dr) 
eründet sich darauf, dass die dem Bewegungsproblem zugehörige partielle 
Differentialgleichung (18.) als eine Transformationsrelation dieser Form auf- 
gefasst werden kann. 














Lipschitz, Untersuchung eines Problems der Variationsrechnung. 129 


Bei dem Problem der kürzesten Linie auf einer gegebenen Oberfläche 
hat Gauss diesen Zusammenhang in den disquisitiones generales circa super- 
fieies curvas kennen gelehrt. Der Ort eines materiellen Punktes, der sich 
auf einer gegebenen Oberfläche bewegen muss, und auf den keine beschleuni- 
genden Kräfte wirken, sei durch die independenten Variabelen x,, &, bestimmt, 
das Quadrat des Linearelements in der Oberfläche habe den Ausdruck 

2flde) = a, ,dx, + 2a, ,dx, de, + a,,dx). 
Dann misst das Integral A den von dem Orte (x,(0). ©,(0)) bis zu dem Orte 
(7,2) durchlaufenen Weg des Punktes, und dieser Weg muss nach dem 
Prineip der kleinsten Wirkung ein Minimum sein. Wenn nun durch & der 
Winkel oder eine beliebige Function des Winkels bezeichnet wird, den das 
Anfangselement der von dem Orte (z,(0),@,(0)) ausgehenden kürzesten Linie 
mit dem Element dx, bildet, so kann man die Grössen R und $ als neue 
Variabele statt x, und x, einführen und erhält nach art. 19. der angeführten 
Schrift die Transformation für das Quadrat des Linearelements 
2f(de) = dR’+m’ dB, 

Die Coefficienten der Form, die zu der neuen Form (1,0, m’) adjungirt ist, 
durch die Determinante m’ dividirt, sind die Grössen 1, 0, = Dieselben 


werden vermittelst der Coefficienten der ursprünglichen Form, wie folgt, aus- 




















gedrückt 
(0.5) -24., 2 4 L a.( gr 
LTR WE ER ar 0) = 
ENRCSEN ET 0. 22). 


- \ 


Die beiden ersten dieser Gleichungen sind die (5.) und (6.) in 
art. 22. der disquisitiones generales. Die erstere fällt überdies mit der obigen 
Gleichung (18.) zusammen, da in derselben für den vorliegenden Zweck 
U=0 und 2(U+H)= 1 genommen werden muss *). 

Herr Beltrami hat eine analoge Betrachtung für den Fall durchgeführt, 
dass f(dx) eine beliebige quadratische Form, und die Function U=U ist; 
diese Betrachtung ist jedoch allein auf geometrische, nicht auf mechanische 


*) Weingarten: Ueber die Flächen, deren Normalen eine gegebene Fläche berühren ; 
d. Journal Bd. 62 pag. 63. 
Journal für Mathematik Bd. LXXIV, Heft 2. 17 
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Vorstellungen bezogen. Aus den Forschungen Jacobis, welche an die Dif- 
ferentialgleichung (18.) anknüpfen, muss ich namentlich das Resultat heraus- 
heben, dass jedes vollständige Integral dieser Differentialgleichung eine voll- 
ständige Integration des zugeordneten Systems von mechanischen Differential- 
gleichungen (3°.) liefert. Die Untersuchung der Transformation der in (9.) 
und (10.) definirten Form des pt" Grades F(dx) wird auch eine Begründung 
jenes von Jacobi gefundenen Resultats ergeben. 


3. 
Ein System von neuen Variabelen, das zur Transformation der Form 
F(dx) dienen soll, wird aus der vollständigen Integration des Systems von 
Differentialgleichungen (3°.) abgeleitet. Nachdem die (»—1) Variabelen x, in 
der angegebenen Weise durch die Variabele x, ausgedrückt sind, stelle man 


das Integral R durch die Gleichung 
l 


20) n= Sf" (FH) an, 
x. (0) i 


als Function der Variabele x, dar. Hierauf betrachte man, die Beziehung 





umkehrend, x, als Function von R. Dann werden auch die Integrations- 


c, 
werthe der Variabelen x, von R abhängig, und man erhält Ausdrücke der 


a ei 7 BR 2. (0 
sämmtlichen Variabelen x, durch AR, durch die (a—1) Verhältnisse 0) und 
T., (0) 


durch die » Grössen x,(0). In diesen Ausdrücken werden die » Grössen 
x,(0) als constant angesehen, und die Grösse AR in Verbindung mit den (n—1) 


BE 2.(0) .. u. 

Verhältnissen wien N bildet ein System von neuen Variabelen, das dem gegen- 
x., (U) ; 

wärligen Zwecke entspricht. Nach einer in dem ersten Artikel gemachten 
Pr . T .. . T; 0 . . n . 

Bemerkung müssen die Verhältnisse an eindeulige Functionen der Grössen 

Le \ 

x, sein, damit R eine eindeutige Function dieser Grössen werde. Ich setze 

r.(0) 

LT, (0) 

haben, dass also die Variabelen x, unabhängige Funclionen der neuen Variabelen 


und die Grösse AR diese Beschaffenheit 





voraus, dass die Verhältnisse 


sind *). Ein allgemeineres hier anwendbares System von Variabelen entsteht 






*) Auf den Inhalt dieser Forderung bezieht sich der Aufsatz: Beiträge zu der 
Theorie der Umkehrung eines Funectionensystems, Nachrichten d. K. Ges. d. Wiss. zu 
Göttingen, 1570, November. 
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dadurch, dass man zu der Grösse R ein System von (»—1) beliebigen un- 


vw | | ug EL. x.(0) ı. 
abhängigen Functionen &,. D,,... $, der (n—1) Verhältnisse 70) hin- 
x. (0) 
zufügt. 


Ws gewährt ein Interesse, zu beobachten, in welche Abhängigkeit die 
Grösse A von der Variabele £ treien muss. damit aus der Integration des 


f 


Systems (3°.) die Integration des Systems (3°.) hervorgehe. Nach der De- 


\ 


finition von R ist 


1 
20 * — = (r(2))- 
a) 
Hieraus folgt, wenn U nicht constant ist, vermöge des Integrals (5°.) die 
Gleichung 
dR p(U+M) 


dt p—1 





und es kommt, weil R für t= t, verschwindet, die Beziehung 


'R(p—I)dR 
(2 } E. — / u A 
\ 1.) { # J p(U+H) 
Wenn dagegen U constant ist, so gilt die oben gebildete Gleichung (15 *.), 
und man hat 
R 
t-L, = 


Erin -, 
(pf, (a (0)))? 


r Wr z.(V) . ; 
Aus dem System der » Variabelen R, —— folgt auch ein zweites 
” r. (0) 


J 





ur 


System von » Variabelen, das zwar nicht für den Zweck der vorzunehmen- 
den Transformation geeignet ist, doch für sich selbst Beachtung verdient. 
Es ist das System « 








‚99° 2, (0) 
(22. ne 
(F, (2' (9)? 
. . . x, (0) y a5 r. (0 
bei welchem die Brüche DM - nur von den »—1 Verhältnissen —-— 
tr. (U 


(F, (x’ (0)))? TV, 
abhängen. Die Eigenschaften dieses Systems kommen zur Erscheinung. so- 
bald man bei den behandelten Variationsproblemen statt der Variabelen x, ein 
beliebiges System von neuen unabhängigen Variabelen y, einführt. Die trans- 
formirten Systeme von isoperimelrischen Differentialgleichungen denkt man 


sich so integrirt, dass die Constante J/ den ursprünglichen Werth behält. und 


er 
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dass die Anfangswerthe „,(0), %,(0) mit den Anfangswerthen xz,(0), x,(0) 
correspondiren. Es komme alsdann 

f\dx) = g(dy), 

F(dz) = G(dy), 


(23.) | 


so wird 


| Ei Ä 2 
ii / (Fla'))P dt — / (aa, 
t, tı 


24.)  (yaR " (2' (0 (y'( 
m) I „7 F@0) = @(y'(0)), 


2, (0) = 2(22),n0 yı( 


Wenn man nun für die transformirten Variationsprobleme das System (22.) 

1 
bildet, so geht sowohl das Integral R wie auch der Ausdruck (F,(x'(0)))” 
in sich selbst über, und die neuen Grössen 


(25.) yı (Ö) R 


(Gy) )r 





sind mit den Grössen (22.) durch lineare Gleichungen von constanten Coef- 
ficienten verbunden. In dem Fall, dass U constant ist, hat man F(de)=pf(dr), 
und es werden die Ausdrücke (22.) durch die Gleichung (15*.) gleich den 
Ausdrücken 
x, (0) (t—t,), 

welche, d. Journal Bd. 72, pag. 4, als die Normalvariabelen der Form f(dx) 
bezeichnet sind. Die Ausdrücke (22.) spielen für die Form F(dx) eine 
oleiche Rolle, und mit Hülfe derselben ist es möglich, die in Betreff der Form 
f(dx) angestellten Speculationen auf die Form F(dx) zu übertragen. Da die 
Variabelen x, = x,(0) werden, sobald R gleich Null wird, so ergiebt die Ent- 
wickelung der Grössen x,,. welche das System (3°.) vollständig integriren, 
nach den Potenzen der Variabele R bis auf Glieder der ersten Ordnung 


die Gleichungen 





2, (0) 

z Be Kal 

2.) =, = 2,0} (AR) R. 
di 1-1, 


Die Glieder der ersten Ordnung selbst sind die Normalvariabelen (22.), und 
diese Eigenschaft begründet eine Definition derselben. 








o%6 
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Wenn man die Differentiation der Grössen x, nach der Variabele / 
durch eine Differentiation nach der Variabele R ersetzt, so folgt aus (20*.) 
die Gleichung 


27) F(Z)=1, 


mithin durch Substitution der Anfangswerthe auch die Gleichung 


28) Al()) = 1. 





* * * .. oO F . np % . 
In der Gleichung (7°.) sind die Ausdrücke (Fr) homogene Functionen 
5 or . 
a 





1 
Ö(F, ('(O)))? 
02,0) 


der Grössen x, von der Ordnung Null, die Ausdrücke eben- 


solche Functionen von den Grössen x,(0). Deshalb kann die Differentiation 
nach AR für die Differentiation nach Z/ unmittelbar eintreten. und es entsteht 


die Gleichung 


1 
a fde v ( b ( dx ) p 
a Pi (F \dR )) de: F a) ) 
sr a gl Ba ein | Sr 


Mr ee) 


Dieselbe verwandelt sich, wenn beide Seiten mit dem Factor R’ 


0). 


a 


' multiplieirt 


werden, vermöge der aus (27.) und (28.) folgenden Relation 


27%) Rr= Fe R)=E()R) 





N ’ H_ A . a dx, 

in die Gleichung (12.), d. Journal Bd. 72, pag.7, sobald () R durch u,. 
ii ; i ( 0 

dx, .; wu. u das \ 

IR R durch e,. F(dx) durch pf(dz), F,(dxz) durch pf,(dx) ersetzt wird. 


Diese Gleichung ist das wesentlichste Hülfsmittel für die dortigen Unter- 


suchungen. 


4. 
Wenn man die » Variabelen x, durch die im vorigen Artikel bestimmten 
neuen » Variabelen AR, $,. $,,... $, ausgedrückt hat, so sind die partiellen 
- O8, \, nr) ' 
Ableitungen IR nichts anderes, als diejenigen Ableitungen, welche soeben 
© 2 


bezeichnet sind; denn bei der Differentiation der Integrationswerthe 


. 8 
u; 
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2. (0) 
&., (0) 
Demnach, und weil die Grössen x,(0) überhaupt als constant gelten, folgen 


x, nach der Grösse R werden die (a—1) Verhältnisse nicht berührt. 


a 


aus (29.) und (27.) die Gleichungen 





(30.) 


\ 


(31.) 


Die Verbindung derselben liefert das Resultat 


5), 


(32.) OR => BE 3 EEPTFTILE TER 
P;,® ( _ORa_ 
2 oR 


Hieraus lässt sich die Grundeigenschaft der Form entwickeln, in welche F(dx' 
durch die Substitution der Variabelen A, $,, ... $, übergeht. 

Giesetizt, die Form F(dx) werde, wie in (23.), durch die Substitution 
eines beliebigen Systems y, iransformirt; dann sind die d.r, lineare Functionen 
der dy,. Das Gleiche gelte von den dr, und den dy,, dann gilt es auch von 
den Aggregaten dr, +0dx, und dy,+0y,. Man hat also die Gleichung 

F(de+0da) = G(dy+dy), 
und bei einer Entwickelung der beiden Seiten müssen diejenigen Aggregate 
links den Aggregaten rechts gleich sein, in welchen der Grad in Bezug auf 
die dx, dem Grade in Bezug auf die dy,. und der Grad in Bezug auf die dr, 
dem Grade in Bezug auf die Ödy, respective gleich ist. Wenn man die Dif- 


» . . .. . OXr “ . 
ferentiale dx, der Einschränkung unterwirft, dass dx, = Errn dy, sei. so sind 
Ji 


die Differentiale dy;. dy;. ... dy, gleich Null zu setzen. Unter dieser Vor- 


ausseizung giebt die Gleichsetzung der Aggregate, die nach den dr, und den 
Öy, von der ersten Ordnung sind, die Relation 


u OF (de) da; ar=!GCöy) 
B Fe 


a  oÖdr, Dr Di o (Oy,. vr 





(33.) 


\‘ 


In @(dy) sei das Aggregat der Glieder, welche dy, in der pt und (p— It 
Potenz enthalten, das folgende 


34.) Gerd dt t+pady dyn; 
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dann folgt aus (33.) unter Fortlassung des Factors dy/”" die Gleichung 


uch 
or( 22) 
? 


f - u oy 
"35. > — dr, — »/G, du. - (7 
\ ) e ie = piandyı Li 

ol —— 

oy, 


Ich betrachte nun die Transformation der Form F(dx), bei welcher 





sen nen, : :+- KR, 
ist; die linke Seite von (35.) wird gleich der rechten Seite von (32.), in 
die Zahl p multiplieirt, und aus (32.) folgt die Relation 
(36.) OR = G, OR + G0P, +++ Gö»$,. 
Also bestehen nothwendig die » Gleichungen 
a ehr. se 
und es eilt das 
Theorem I. Wenn man die Form F(dx) durch die Einführung der 
Variabelen R, B,, ... P, transformirt, so ist in der resultirenden Form der 
Coefficient der Potenz dR’ gleich der Einheit, und die Coefficienten der (n—1) 
Verbindungen dR’"'db,, ... dRPr"'db, sind gleich der Null. 


J). 


Das in dem vorigen Artikel definirte System R, I, J,,... ‚hal 
vermöge seiner Entstehung die Eigenschaft, dass das Constanisetzen . n—1 
Variabelen $,;.... 2, eine Integration des Systems von Diflferentialgleichungen 
(3°.) darstellt. Insofern entspricht dem bewiesenen Theorem als Umkehrung das 

Theorem II. Wenn die Form F(dx) durch ein System von neuen Va- 
riabelen Yı, 92; --- Y. in eine Form G(dy) übergeht, bei der der Coefficient der 
Potenz dy! gleich der Einheit ist, und die Coefficienten der (n—1) Verbin- 
dungen dyy"dy;, ... dyi "dy, gleich der Null sind, so wird das System von 
Differentialgleichungen (3°.) durch das Constantsetzen der (n—1) Functionen 


Yar Ya +++ Yu integrirt. 


Da das Integral R durch die Einführung der Variabelen y,,. %:» -.:- Y.» 


a S(echfa 


wie in (24.). die Gestalt 
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annimmt, so tritt an die Stelle des Systems (3°.) das System ni 
L dı 
If faı\\D | 
FEACKC)] ı di 
5 PTR 
BEER, oy, 10, Y)) 
(37.) Ja er \ (Y =. 0. el 
dt Oya 
is 
Hier ist jede Gleichung eine Folge der (»—1) übrigen Gleichungen; daher h, 
genügt es, die (a—1) Gleichungen zu betrachten, in denen a=r ist, wo v d 
die Reihe der Zahlen 2, 3, ... » durchläuft. Aus den über die Form @(dy 
0G (y') 
geltenden Voraussetzungen geht hervor, dass die Ableitungen ng Aggre- m 
Hr 
gate sind, von denen jedes Glied die Grössen 9, ... y, mindestens in der e 
. 0G (y' 
ersten Dimension enthält, und dass die Ableitungen N Aggregate sind, ( 
B OYr 
von denen jedes Glied die Grössen 9, %. ... Y„ mindestens in der zweiten h 
Dimension enthält. Die (a—1) Gleichungen (37.), in denen a=r ist, werden N 
deshalb erfüllt, sobald man die (»—1) Differentialquotienten y,—=0 annimmt. f 
Also ist die Behauptung gerechtfertigt, dass das Constantsetzen der (n—1 
Funelionen Y, 
/% \ f . 
(38.) 9 = yı(0) in 
eine Integration des Systems von Differentialgleichungen (3°.) liefert. S 
Der Ausdruck der Function R gestaltet sich bei der Einführung dieser n 
Integrationswerthe sehr einfach. Durch die Gleichungen y,=0 wird @/y')=(yı). / 
und deshalb, so lange y, positiv ist, (@/y'))’ =y,; mithin ist AR, wie folgt, 
ohne Iniegralzeichen darstellbar 
‘ / \ 
(39.) R — YızYı 0). 
6. u 
Die Darstellung des exacten Dilferentials der Function AR in (30.) ent- 
hält das Schema zu einer Aufgabe, die mit der Hamiltonschen parliellen Dil- 
ferentialgleichung für die Function 7? äquivalent ist. Die Aufgabe ist die, eine e 
Function P der » Variabelen x, zu bestimmen, deren exactes Differential d 
rn In . 
die Bedingung - 
1 
| ‚O(F (9)? . 
(40.) OP = zer ww) dx, f 
y OSa 
befriedigt. Äier treien von den » Grössen S,. die in F(dx) statt der Dil- 
[erentiale dr, substituirt sind, in den » Gleichungen 
' 
oP o(F (&))r 
a) 22. 2e@r | 


OL O8, 
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nur die (@—1) Verhältnisse auf, und die Elimination dieser Verhältnisse aus 
den » Gleichungen bringt die Hamiltonsche partielle Differentialgleichung für 
die Function P hervor. Unter der Voraussetzung, dass die Zahl p=2 ist, 
entsteht auf diese Weise die obige Gleichung (18.). Wenn dagegen p > 2 
ist. so stehen der wirklichen Ausführung jener Elimination erhebliche alge- 
braische Schwierigkeiten im Wege; für den gegenwärligen Zweck ist aber 
die Möglichkeit der Elimination ausreichend. 


Die Function A ist ein vollständiges Integral der Forderung (40.) ver- 


möge der in /t enthaltenen » willkürlichen Constanten x,(0). Wenn nun 
ein beliebiges vollständiges Integral der Forderung P, mit den willkürlichen 
Constanten €,, €» ... €,, vorliegt, und wenn P in Verbindung mit (»—1 


a a ne Ä 
von den Ableitungen —— ein System von unabhängigen Functionen der Va- 
O a 


riabelen x, darstellt, so verwandelt sich die Form F(dx) durch die Ein- 
führung dieses Systems von neuen Variabelen 


Burn oP oP oP 
(42.) P, $b, = 0077, D, — “ BO DD ee 


O6, ' oc, ’ OC, 





in eine Form von denselben Eigenschaften, wie durch die Einführung des 
Systems R, $,, P,, ... P, in Artikel 4. Um dies zu begründen, hat man 
nur zu zeigen, dass die in Bezug auf das System (42.) gebildeten partiellen 


. Or . ı_® 
Ableitungen —-, die Gleichungen 
oP 


(e)” 


mr Pu u ne 








und 
‚ oX 


erfüllen, die den obigen Gleichungen (30.) und (31.) entsprechen. Denn 
die Schlüsse des gegebenen Beweises sind allein auf diese Gleichungen 
gegründet. 

Die Substitution der Grössen S, statt der Differentiale dx, in 40. 
ergiebt die Gleichung 





(45) 2-5 = (FO). 


4 OL 


Durch die Gleichungen (41.) sind die Verhältnisse der Grössen S, in ihrer 


Abhängigkeit von den Variabelen x, und den Constanten c,. ©. ... c, des 
Journal für Mathematik Bd. LXXIV. Heft 2. 15 
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Integrals P bestimmt. Die Grössen &, werden vollständig bestimmt, sobald 
man zwischen denselben noch die Gleichung 

46.) F)=1 
annimmt. Durch partielle Differentiation nach einer der Conslanten c, folgt 
aus (45.) die Gleichung 





l 
“OP Cu  yOlFlO)r o&, 

















47.) „_oP - 1 = — 
. " a 027,06; a OL, O6 w o&, O6 , 
die durch die Relation (41.) in die Gleichung 
n2 
1, > EEE 5 
a 027,06 


übergeht. Dieselbe lehrt, wenn f alle Werthe von 1 bis » durchläuft, dass 
oP cP oP . 
= -—— in Bezug 


» E = » ’ gi u » 
oc, oc, OC,„ 


auf die » Variabelen x, gleich Null sein muss, oder, dass diese » Ableitungen 





die Functionaldeterminante der » Ableitungen 





nicht von einander unabhängig sein können. Setzt man f=r=?2,3,...n, 

f s‘ oP . * . \ 

ferner nach (42.) $, = zu und verbindet die Gleichungen (45.) und (46.), 
r 


so entsteht das System von x» Gleichungen 








or, 
\< OLXa Re ei 
(49.) 
cp, . 
+ oT 9; 
a 


da nun vorausgesetzt ist, dass die Functionen P, 2, in Bezug auf die Va- 
riabelen x, von einander unabhängig sind, so zieht das System (49.) die 


Gleichungen 

Or, 

coP 

nach sich. Demgemäss folgt aus (40.) die Gleichung (43.),. und aus (46.) die 


( 0 
(0.) Ss. > 





Gleichung (44.), welche Gleichungen bewiesen werden sollten *). 


T. 
Wie man so eben gesehen hat, erfüllt das in (42.) definirte System 
von Variabelen P, &, die Bedingungen, welche in dem Theorem des Artikels 5. 





*) Es ıst leicht einzusehen, dass, wenn man die Function P mit (n—1) unab- 


rn 





hängigen Functionen der (a— 1) Functionen verbindet, auch für dieses System 


C 
OC, 

von neuen Variabelen der gelieferte Beweis in Kraft bleibt; doch habe ich diese Ver- 
allgemeinerung absichtlich nicht in die Formeln des Textes eingeführt. Gauss bezeichnet 
den ganzen Umfang der willkürlichen Functionen bei seinem Problem disqu. gen. circa 
superf. curv. art. 22. 









PT 
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beziehungsweise für das System von Variabelen y,, y, vorausgesetzt werden. 
Also wird das System von Differentialgleichungen (3°.) durch die (n—1) 
Gleichungen 
51.) &&=®#,(0) 

integrirt, wo das Anhängen der Null, wie früher, die Substitution der Werthe 
r, =2x,(0) andeutet. Ferner giebt die Gleichung (39.), unter der Voraus- 
setzung, dass SZ positiv ist, oder dass P auf dem Wege der Integration stets 
zunimmt, für den Werth R die Bestimmung 


52.) R= P-P(0). 


’ m j \ Or ) 
Die parliellen Differentialquotienten Zp» bei denen &,. P,.... $, constanl 
Oo 
a ’ . ’ . n de, i u 
bleiben, sind demnach gleich den Differentialquotienten FR: die sich auf die 


Integration des Systems (3°.) beziehen; aus (50.) folgen auf diese Weise 
die Gleichungen 
dx, 


Bu) 2: IR’ 


r 
FERN (F ==). 


(54.) — m — 
ae, oT, 3(E ) 
dr 
Bei den Gleichungen (53.) ist die Gleichung (46.) eine nothwendige Voraus- 


setzung; für die Verhältnisse der Grössen S,, welche durch die Gleichungen 
(41.) ohne diese Voraussetzung bestimmt sind, gelten die Gleichungen 


aus (41.) die Gleichungen 

















dr, 

ni & dR 
Br) En | 

(93 5. dx, 

dR 


Denselben entsprechen die aus (54.) abgeleiteten Gleichungen 


TE 














cP 2 (Ze 
. or, (AR 
(54 “) coP dx 
- Fa =y) 
or, 





Car) 


18 * 
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Aus den (a—1) Integralen (51.) des Systems (3°.) kann eine voll- 

ständige Integration desselben abgeleitet werden, die den in Artikel 1. ge- 

stellten Bedingungen genügt. Zu diesem Ende hat man in (53*.) oder (54*.) 

die Werthsysteme z,=2,(0), ,=2,(0) zu substituiren und bekommt, da 
La 


de, dr, . a 
- durch —- ersetzt werden darf, respective die 


in den Ausdrücken rechts —- 
ın gen Ä TR 7 


Systeme von Gleichungen 











Sr) EN 
Se, (V) X, (V) 
( ee) OF, (x (0)) 
(54 ®*.) O2,/0 dx, (0) 
E) OF, (x'(0)) 
Ox,’o Or. (0) 
Vermöge des einen oder des anderen Systems sind die Constanten ce, 
x (0) 





als Functionen der Verhältnisse darzustellen und in die Gleichungen 


x, (0) 
(51.) zu substituiren; dann bestimmen diese die gesuchte Abhängigkeit der 


'n—1) Variabelen x, von der übrig bleibenden Variabele «,. 

Die Gleichungen (14.) und (14*.) geben an, wie die ausgeführte In- 
tegration des Systems (3°.) zu der Ausführung der entsprechenden vollstän- 
digen Integration des Systems (3°.) angewendet werden kann, und damit ist 
die Methode Jacobis begründet, vermöge deren ein vollständiges Integral der 
Forderung (40.) eine vollständige Integralion des Systems von Differential- 
gleichungen (3°.) liefert. 

In dem Falle, dass die Coefficienten der Form F(dxz) constant sind. 


ah b \ de ar x h 
wird das System (3°.) dadurch integrirt, dass man die Verhältnisse — gleich 


Bo X, 
2.(0) r R a 
den constanten Anfangswerthen = setzt und hieraus die Gleichungen 
x, (0) 
2. — 2. (0) x. (0) 








(99. = 
RR) Te, — %, (0) x. (0) 


dedueirt. Demnach werden die Ausdrücke auf der rechten Seite von (54.), 


wo die Werthe x, das System (3°.) integriren, gleich Constanten, und es 


a 


entsteht das Resultat, dass die Gleichungen 
en oP oP 
(96.) 73 ( 2; 


OXs Or, 








von denen (z—1) die übrig bleibende zur Folge haben, ein System von (»—1) 
Integralen des Systems von Differentialgleichungen (3°.) bilden, welches mit 
dem System von (a—1) Integralen (51.) äquivalent ist. 









u 


d 
AN 


fi 


m. 009 


e 
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d. 

Die Gleichung (52.) eröffnet einen neuen Gesichtspunkt zur Betrach- 
tung der (a—1) Integrale (51.) bei einer beliebigen Form F(d«). 

Ich fasse die Anfangswerthe x,(0) zusammen, für welche die Function 
P(0) gleich einem beliebig gewählten festen Werthe A ist; diese Anfangs- 
systeme bilden mithin eine Manniglaltigkeit der (»— 1)!" Ordnung. Zu jedem 

"ra\ 
System x,(0) werden die (»—1) Verhältnisse E durch die Gleichungen 
x. (V) 
(54 **,) bestimmt, und die betreffende Integration des Systems (3°.) bezeichnet 
für die Variabelen x, eine bestimmte Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung. 
Die Totalität dieser Mannigfaltigkeiten der ersten Ordnung wird durch die 
(a—1) Integrale (51.) in Verbindung mit der Gleichung 
57.) PO) = A 
dargestellt. Wenn man nun diese Mannigfaltigkeiten von den Systemen z,(0) 
an in dem Sinne forlselzt, dass die Function P stels zunimmt, und soweit 
führt, dass für alle Endsysteme x, die Gleichung 
(58.):* PP’ 

gilt, wo B wieder ein fester Werth ist, so lehrt die Gleichung (52.),. dass 
das Integral R in allen denselben Werth 


59.) R= B-A 


u. 1.» .,. . ” . x T: 
erhält. Gleichzeitig haben die Verhältnisse der Elemente —-, welche der 
T, 


Mannigfaltigkeit der (a—1)!e® Ordnung von den Endsystemen 2. P=B, ent- 
sprechen. die Eigenschaft, die Gleichungen (54*.) zu erfüllen, welche mit 
den Gleichungen (54**.) von gleicher Gestalt sind. 

Wenn man bei der angestellten Ueberlegung stalt des Integrals P die 
Function R(x(0), x) substituirt, welche durch die Gleichungen x,(0) = x,(0), 
z, = x, aus der Function AR hervorgeht, und zugleich die Conslante A von 
der positiven Seile gegen die Null abnehmen lässt, so convergirt die Mannig- 
faltigkeit der (»--1)t® Ordnung R(x(0),2(0)) = A gegen das einzige Werth- 
system 2,(0)=x,(0) *),. und das entsprechende Ergebniss wirit ein neues 
Licht auf die Function R(x(0)..r) und ihre Ableitungen in Bezug auf die 





*) In cası nostro eirculus infinite parvus adoptari potest, centrum in eo puncto 
habens, a quo distantiae r numerantur, disqu. gen. circa superf. curv., art. 22. 
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Constanten x,(0). Diese Ableitungen werden nach (29.) durch die Gleichungen 





1 

„f„/(de\\P 

ÖR(2(0),2) _° (Fr (3m), 
> 2 Si "5 

öl 8) 


ausgedrückt, sobald statt der Bezeichnung x, (0) die Bezeichnung x, (0) eingeführ! 
ist. und stehen in einer einfachen Beziehung zu dem System der Normal- 
variabelen (22.). 

Auf dem eingeschlagenen Wege findet sich auch die Lösung der Auf- 
gabe, wenn das System (3°.) vollständig integrirt ist, ein Integral P_ der 
Forderung (40.) zu ermitteln, bei welchem die Gleichung 

(0) P=A 
dieselbe Mannigfaltigkeit der (n—1)t® Ordnung für die Variabelen x, bestimm! 
wie eine gegebene Gleichung 
61.) R=A. 
Hier bedeutet A, wie früher, einen constanten Werth, R eine willkürlich 
angenommene Function der Variabelen x,. 
Vermöge der Integration des Systems (3°.) seien die Verhältnisse 


”() und die Grösse R, wie in Arlikel 3, durch die Systeme von Werthen 


x.,(0) 
x, und x,(O) ausgedrückt. Man setzt nun fest, dass das Anfangssysiem x, (0) 


der Gleichung 
(62.)  R(0) = A 

















senüge, und dass die Verhältnisse der Anfangselemente Er durch die (n—1) 
T.,\ 
Gleichungen 
OR ) or,(@ (0) 
(63 ) Or. /o ei or, (0) 
Jjc OR ) oF, (x'(0)) 
Or., 0 dx. (0) 


bestimmt werden. Das Fortschreiten der Variabelen x, in der Mannigfaltig- 
keit der ersten Ordnung, welche durch die Integration des Systems (3°.) be- 


i j j ' AR . ö 
zeichnet ist, geschehe so, dass das Differential En} dt positiv wird. Aus 
0 


den » Gleichungen (62.) und (63.) determinirt man die Grössen x,(0) als 
Functionen der Grössen x, und substituirt diese Ausdrücke in die Function 


R, welche dadurch in die Function R übergehen möge. Dann wird das 








ti) 


di 


Ww 


er 
M 
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gesuchte Integral P durch die Gleichung 
64.) P= R+A 
dargestellt. 
Das vollständige Differential der Grösse AR, insofern dieselbe von den 
Werthsystemen x, und ,(0) abhängt, ist durch die Gleichung (7°.) folgender- 
massen ausgedrückt 


4 1 
O(F ‚O(F, (x (O)))» WR 
OR = > IF)! a 2 A 2 dr,(0). 
“ Or, " or, (V) 


Die Werthsysteme &,(0) werden nun durch Functionen der Variabelen x, er- 
setzt, welche die Gleichungen (62.) und (63.) erfüllen. In Folge von (69.) 


‚O(F, (x' OR 


ist der Ausdruck 3 — x,(0) gleich dem Producte eines Factors 
7 0x, (0) 


in den Ausdruck 2() 2, (0), in Folge von (62.) ist der Ausdruck 





= ‚IE, (0) gleich Null. Deshalb gilt für das vollständige Differential der 


Föhn R die Gleichung 





55 o(F(a”))! 


a OT, 


(65.) JR = 


a9 


welche beweist, dass die Function P=R-+ A, wie behauptet worden, ein 
Integral der Forderung (40.) ist. Da die Function R verschwindet, sobald 
die Gleichungen x, = x,(0) eintreten, und da die Systeme x,(0) die Gleichung 
(62.) befriedigen, so bezeichnet die Gleichung P=A dieselbe Mannigfaltigkeit 
der (a—1)!® Ordnung für die Variabelen x,. wie die Gleichung N= A, und 
zwar gelten für dieselben dieser Mannigfaltigkeit benachbarten Wertheomplexe 
a 

x, die Ungleichheiten P>A und R>A, weil das Differential (T) dt positiv 
vorausgesetzt ist. 

Führt man die Mannigfaltigkeiten der ersten Ordnung. welche durch 
die Integration des Systems (3°.) bestimmt sind, von den Systemen x,(0) so 
weit, dass für alle Endsysteme x, die Function R denselben Werth 


66.) R= B-A 


erhält, so gehören alle Endsysteme x, wegen der Gleichung (64.) zu der 


Mannigfaltigkeit der (a—1)! Ordnung 
(67.) P — B. 
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TE RETELE 7 
Ferner haben die Verhältnisse der Elemente —-, welche dieser Manniefaltig- 
T, j 





keit entsprechen, die Eigenschaft, die Gleichungen (54*.) oder die aequi- 


valenten Gleichungen 








op OF“) 
u. OX dx, 
68.) —— = —_ 
oP oF («') 
Or, or. 
zu erfüllen. 
. y . r Fr . A T. (0) ‚pi \ 
Die Bestimmung der Verhältnisse der Elemente —— durch (63.) und 
;, (0) 
“ T: f » . . 
der Elemente — durch (68.) kann durch eine Forderung erseizt werden, die 


DL, 
1 


sich auf das Element des Integrals R oder den Ausdruck (F(dx))” bezieht. 
Betrachtet man in demselben die Grössen r, als fest und der Gleichung R= A 


genügend, dagegen die Grössen dr, als veränderlich, und verlangt, dass die 


l 
vollständige Ableitung von (F(dx))” in Betreff der Grössen dx, verschwinde, 


während der Ausdruck 


69.) AR=25 ‘= dx, 


a OT, 





einen festen positiven Werth annimmt, so sind die Verhältnisse der Grössen 


dx, durch die Gleichungen 

















ER OF (de) 
or, ddr, 
0.) rn ÖF (de) 
OX,, ode, 


determinirt, und das noch frei bleibende Vorzeichen der einen Grösse dx, ist 
durch die Bedingung dR >> O0 festgestellt. Dann bezeichnen die Elemente der, 
den Anfang einer bestimmten Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung, welche 
von dem Werthsysteme x, der Mannigfaltigkeit (»— 1)! Ordnung R=A aus- 
geht. Für dieses Sachverhältniss kann man den Ausdruck gebrauchen, dass 
die Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung dx, gegen die Mannigfaltigkeit der 
(a1) Ordnung R=A mit Rücksicht auf die Form F(dx) normal sei. 
Unter den so definirten Begriff fügt sich das System (63.) und das System 


(68.). Bei diesen Anwendungen ist zu beachten, dass die Form F(dx) bei 


U+-H)w-. 
nicht constantem U vermöge (9.) das Product des Factors GC in 
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die Form pf(dx) ist, dass dieser Factor sich in den Verhältnissen der Ab- 





OF (dr) 
od, ! 
leitungen — heraushebt, und dass man deshalb auch zu der Bezeich- 
oF (dx) 
ode, 


nung berechtigt ist, dass die Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung (dx,), normal 
sei gegen die Mannigfaltigkeit der (»—1)!en Ordnung R(0O) = A, und die 
Mannigfaltigkeit dx, gegen die Mannigfaltigkeit P—= B, mit Rücksicht auf die 
Form pf(d«x). 

Wenn man innerhalb der Mannigfaltigkeit der (a—1)'! Ordnung R=A 
von dem Werthsysteme x, nach dem Werthsysteme x,+0dx, fortschreitet, oder, 


En 


was dasselbe ist, eine Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung durchläuft, so ist 
Y P U OR \ 
(1) IR=8—dr,=0. 
a OLı . 
und zwischen den Elementen dr, dieser Mannigfaltigkeit und den Elementen 
dx, der gegen R= A normalen Mannigfaltigkeit besteht die Gleichung 
Ä ‚oOF(dx) „ 
(72.) Ss — ud oz, =d. 


a oda, 


Dieselbe verwandelt sich, wenn durch die Substitution eines beliebigen Systems 


chung Sy =0, und ist in sofern zu der Form F(dx) covariant. 
Nun gilt, won die Form F(dx) vom zweiten Grade ist, und nur, wenn sie 
vom zweiten Grade ist, die Gleichung 

OF (ör) 


IF (dx \ 
3) —& Ey = 3 ——de,. 
a odx, a COX, 








Also ist in diesem Falle, und nur in diesem Falle, die Beziehung zwischen 
der Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung dx, und der Mannigfalligkeit der 
ersten Ordnung dx, eine gegenseilige, und man darf sagen, dass die eine 
gegen die andere mit Rücksicht auf die Form F(d.x) normal, oder orthogonal, ist. 


9. 
Unter der Voraussetzung, dass die Zahl p=2 ist, sei P ein voll- 
ständiges Integral der Forderung (40.) mit den Constanten c,, ©. ... €,. 


und man transformire die Form F(dx) durch das in (42.) definirte System 


von neuen Variabelen 








oP oP oP 
) he — u Zn ch 
r, 0°"; P:, oc, PB; OCn chi 
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Hier ist nach (9.) und (17.) für ein nicht constantes U tk 
- RER r d 
F(dxe) = 2(U+H)F a,,dx,dx,, 
a,b 
während für ein constantes U die Substitution (10 **.) p 
2(U+H)=2(U,+M) =1 u 
gemacht werden muss. Die neue Form ist in Folge der Artikel 4. und 5. l 
das Aggregat aus dP’ und einer anderen Form, welche nur die Differentiale fi 
dP,,... d$b, enthält, und es gilt die Gleichung d 
\ / | \ . . t 
(74.) 2(U+H)z a,,de,de, = dP’+F& m, ,‚dP,dP,, 
a, r,6 m 
wo die Buchstaben r, 8 die Zahlenreihe 2, 3,... » bezeichnen. Um die adjungirten 3 
Elemente der neuen Form durch die adjungirten Elemente der ursprünglichen : 
Form darzustellen, wie in Artikel 2. für den Fall »=2 geschehen ist, setze ich ' 
w | oM d 
(75.) |m.!=M, - =M: 

; OmMmM,..s a 
[ferner ist zu erwägen, dass dem nach (17.) der Form 2f(dx) zugehörigen " 
A . 7 v, i . Pe 

Ausdrucke — bei der Form F(dx) der Ausdruck an. 





7 »e 2UImMJ entspricht. Dem- r 


nach ergeben sich die Transformationsrelationen 

















04 As DE os 2 
rs I O0 02 ? ö 
61) (1 _zAsnoP ob _9 d 
| \2(UIH) ss 4 Om om 

I „And 98 Hr e 
2(UH)s 4A 0m 95 NM’ Y) 
von denen die erste mit der Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung r 
(18.) für die Function P und daher auch mit dem Inhalt der Forderung (A0.) f 
zusammenfällt. Die linke Seite derselben hat die Eigenschaft, bei der Trans- 
formation (23.) in den entsprechend gebildeten Ausdruck für die Form @(dy, | 
überzugehen, und ist, nach der Bezeichnung Herrn Deltramis, der erste Dif- } 
ferentialparameter der Function P mit Bezug auf die quadratische Form F(dx); i 
die Gleichung selbst, welche man als die der quadratischen Form F(dx) zu- n 
gehörige Hamiltonsche partielle Differentialgleichung bezeichnen kann, wird die \ 

Gleichung (12.) des dortigen $. 3, sobald F(d.e) das Quadrat des Linearelements 
für die »fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit der Variabelen x, bedeutet. 


Indem ich die Voraussetzung p=2 beibehalte, werde ich die Erör- 
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terungen des vorigen Artikels auf die Begriffe der reellen Mechanik beziehen. 
die in Art. 2 definirt sind. So entstehen die folgenden Theoreme *). 


Theorem Ill. Wenn ein vollständiges Integral P der Hamiltonschen 
partiellen Differentialgleichung (18.) mit den Constanten c,, C., ... c, gegeben ist, 
wenn man für die Anfangswerthe der Variabelen x,(0) durch die Gleichung 
Pı0) = A = const. eine Mannigfaltigkeit der (n—1)!" Ordnung bestimmt, und 
für die Variabelen x, von jedem Werthsysteme x,(0) eine Mannigfaltigkeit 
der ersten Ordnung ausgehen lässt, welche das System der mechanischen Dif- 
ferentialgleichungen (3°.) integrirt, und gegen die Mannigfaltigkeit P(0) = A 
mit Rücksicht auf die Form 2f(dx) normal ist, so wird die Gesammtheit dieser 

N pP IP 
Mannigfaltigkeiten der ersten Ordnung durch die (n—1) Integrale Mn & ) 
in Verbindung mit der Gleichung PO) = A ausgedrückt. Setzt man diese 
Mannigfaltigkeiten in dem Sinne, in dem die Function P zunimmt, so weit fort, 
dass die Endsysteme x, zu der Mannigfaltigkeit der (n—1)'® Ordnung P=B 
— consl. gehören, so sind die bezeichneten Mannigfaltigkeiten der ersten Ord- 
nung gegen die Mannigfaltigkeit P=B mit Rücksicht auf die Form 2f(dx) 
ebenfalls normal, und das Integral der kleinsten Wirkung nimmt für alle den 
festen Werth R=B-—A an. 

Theorem IV. Die Gleichung R(0) = A= const. bezeichne für die 
Anfangswerthe x,(0) eine beliebig gegebene Mannigfaltigkeit der (n-1)'® Ord- 
nung, von jedem Werthsysteme x,(0) erstrecke sich für die Variabelen x,, in 
dem Sinne, in welchem R > A wird, eine Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung, 
welche das System der mechanischen Differentialgleichungen (3°.) integrirt, und 
gegen die Mannigfaltigkeit RO) = A mit Rücksicht auf die Form 2f(dx) normal 
ist, und zwar soweit, dass das Integral der kleinsten Wirkung R in allen den 
festen Werth B-A erhält. Dann bilden die Endsysteme x, eine Mannig- 
faltigkeit der (n—1)'" Ordnung, gegen welche die definirten Mannigfaltigkeiten 
der ersten Ordnung mit Rücksicht auf die Form 2fidx) normal sind, und der 
Ausdruck R+A geht durch eine geeignete Substitution in ein Integral P der 
Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung (18.) über, das, gleich A gesetzt, 
die Mannigfaltigkeit der Anfangswerthe x,(0). gleich D gesetzt, die Mannig- 
‚ darstellt. 


x 


faltigkeit der Endwerthe x 
*) Das zweite von diesen T'heoremen habe ich unter der Benennung: Theorem 
. ” ee 5 > siiammeinan Blissser der Winkerrheinischen Üanel} 
der analytischen Mechanik in der allgemeinen Sitzung der Niederrheinischen Gesell- 
schaft tür Natur- und Heilkunde vom 7. August 1871 vorgetragen und in den Be- 
richten der Gesellschaft publicirt. 
>” 
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Es leuchtet ein, dass, wenn die Zahl »=2 oder =3 ist, und wenn st 
2f(dx) in dem Sinne der reellen Geometrie das Quadrat des Linearelements u 
auf einer gegebenen Oberfläche oder in dem Raume bedeutet, eine Mannig- 
oe . i 04 
faltigkeit der ersten Ordnung, die gegen eine Mannigfaltigkeit der (»—1)t 
Ordnung mit Rücksicht auf die Form 2f(dx) normal ist, zu einer Linie wird, V 
die beziehungsweise gegen eine andere Linie in der gegebenen Oberfläche, d 
oder gegen eine Fläche im Raume normal steht. Mithin verwandelt sich das st 
Theorem IV., wenn » = 2 und die Kräftefunction U gleich Null ist, in den d 
Gaussischen Satz über die kürzesten Linien auf einer gegebenen Oberfläche, | a 
welcher in der Einleitung angeführt ist *). d 


Da der Begriff einer Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung für die Va- 
riabelen x,. die das System der mechanischen Differentialgleichungen (3°.) 
integrirt, nichts anderes bedeutet, als die Art der Abhängigkeit, in welche 
(n—1) Variabele x, gegen die übrig bleibende Variabele x, treten, sobald 
die Bewegung des betrelfenden Massensystems den gegebenen Anfangszu- 
ständen gemäss erfolgt, so nimmt die durch die Theoreme III. und IV. be- 
zeichnete Gruppirung dieser Anfangszustände die Aufmerksamkeit in Anspruch. 
Hier zeigt sich wieder ein bedeutender Unterschied, je nachdem die Kräfte- 
funetion in der That vorhanden oder nicht vorhanden ist. Wenn die Kräfte- 
function nicht vorhanden, d.h. U constant oder Null ist, so bleibt die Inte- 
oration des Systems Differentialgleichungen (3°.) völlig ungeändert, wofern 


man die Anfangswerihe x,(0) nicht ändert, die Anfangswerthe x, (0) aber so 


RT sw > 
ändert, dass die Verhältnisse — = dieselben bleiben, und dasselbe gilt von 
T, 


dem Integral der kleinsten Wirkung R = (fa) dt. Wenn dagegen eine 
! 





Kräftefunetion vorhanden, d.h. U nicht constant ist, so bestimmen die ab- 
soluten Werthe der Grössen xz,(0) den Werth der Constante H in dem In- 
tegral der lebendigen Kraft (5°.), und diese Constante erscheint sowohl in 
dem System Differentialgleichungen (3°.), als auch in dem Integral der kleinsten 


Wirkung R= / 2(U+H)(fa))tdt. Die Gruppirung der Anfangszustände 
1 


in den Theoremen IN. und IV. beschränkt die Werthe x,(0) durch eine Glei- 


(0) und 
x, (0 





chung, bestimmt zu jedem Werthsysteme x,(0) die Verhältnisse 


*) Disqu. gen. circa superf. curv., art. 16. 
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selzt, wofern U nicht constant ist, zugleich voraus, dass die Grösse H einen 
unveränderlichen Werth habe. Diese Gruppirung verfügt also, wenn U constant 
oder Null ist, zur über die Verhältnisse Er und »icht über den absoluten 
ı 

Werth der Grössen x,(0): sie verfügt aber, wenn U nicht constant ist, über 
den absoluten Werth der Grössen x,(0) in der Weise, dass die Constante H 
stets denselben Werth haben muss, oder, dass der Uebergang des betreflen- 
den Massensystems aus einem beliebigen von jenen Anfangszuständen in einen 
anderen beliebigen von denselben durch eine fingirte unter der Einwirkung 
der Kräftefunction U geschehende Bewegung dem Satze von der lebendigen 
Kraft (5°.) nicht widerspricht. 


Bonn, den 15. Juli 1871. 





Druckfehler. 


Seite 141, Ueberschrift des Artikels, statt 5 setze man 8. 































































Entwickelung eines Zusammenhanges zwischen den 
quadratischen Formen von z Differentialen und 


den Abelschen Transcendenten. 
(Von Herrn R. Lipschitz ın Bonn.) 





Der specifische Charakter eines Gebietes in der Theorie der Formen 
von » Diflerentialen wird durch die Bedingung ausgedrückt, dass die Coef- 
ficienten einer Form von » Differentialen algebraische Functionen der be- 
treffenden Variabelen sind, und dass bei der Transformation einer solchen 
Form die ursprünglichen Variabelen gleich algebraischen Functionen der neuen 
Variabelen gesetzt werden. Auf diesem Gebiete liegt die Transformation der 
Form, welche das Aggregat der Quadrate von den Differentialen der Variabelen 
Ts %as ... @, Ist, durch die Substitution der verallgemeinerten elliptischen 
Coordinaten Yı» %3» »-. Yu. Jacobi hat das Wesen der elliptischen Coordinaten 
und die Ergebnisse von verschiedenen Anwendungen derselben in der Note: von 
der geodätischen Linie auf einem Ellipsoid und den verschiedenen Anwendungen 
einer merkwürdigen analytischen Substitution, Monatsbericht d. Acad. d. Wiss. 
zu Berlin, 1839. April, und d. Journal Bd. 19, pag. 309, auseinandergeselzt; 
die Durchführung der bezeichneten Transformation und die Ableitung der in 
der Note angedeuteten Resultate findet sich in den Vorlesungen über Dynamik, 
Vorlesung 26 bis 30. Jene Transformation erschliesst einen Zusammenhang 
zwischen den quadratischen Formen von » Differentialen und den Abelschen 
Transcendenten, auf den die gegenwärtige Betrachtung gerichtet ist. 

Die Form 2g(dy), welche bei der erwähnten Substitution aus der Form 
dx, hervorgeht, ist ein Aggregat von den Producien aus den Quadraten der 


a 


Dillerentiale in rationale Funclionen der elliptischen Coordinaten %,, Y3> --- Yu: 
Die » Gleichungen 9,= const. bezeichnen daher für die Variabelen x, » Mannig- 
faltigkeiten der (2»—I)t®® Ordnung, welche die Eigenschaft haben, dass von 
den » Manniglaltigkeiten der ersten Ordnung, die je (a—1) von den » Mannig- 
faltigkeiten der (»n—1)ter Ordnung gemeinsam angehören, je zwei und zwei mit 
ftücksicht auf die Form = dx, gegen einander normal, oder orthogonal, sind, 


oder in anderen Worten, die » Gleichungen y,—=const. bilden ein System von » 
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Mannigfaltigkeiten der (n—1)!®® Ordnung, die mit Rücksicht auf die Form I dx; 


orthogonal sind. Für die Hamiltonsche partielle Differentiaigleichung, welche 
nach der in dem letzten Artikel des vorstehenden Aufsatzes gebrauchten Be- 
zeichnung der Form 2g(dy) zugehört, hat Jacobi ein vollständiges Integral 
angegeben. Sobald man aus diesem Integral P das System von neuen Va- 
riabelen ableitet, welches in dem genannten Arlikel P, &,, $,,... $, ge- 
nannt ist, und mittelst desselben die Form 2g(dy) transformirt, so enthält die 
resultirende Form abermals nur die Quadrate von den Differentialen ihrer 
Variabelen, und deshalb repräsentirt das successive Constantsetzen dieser » 
Variabelen ein neues System von » Mannigfaltigkeiten der (»—1)te® Ordnung, 
die mit Rücksicht auf die Form 2g(dy), oder, was dasselbe ist, mit Rück- 
sicht auf die äequivalente Form = da, orthogonal sind. Durch das gleich- 


zeilige Constantsetzen der (a—1) Variabelen ®,, $,, ... D, wird hier die- 
jenige Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung bestimmt, für welche die erste 


de, 
di 
dieselbe, das isoperimelrische Problem auflösende Mannigfaltigkeit der ersten 


Variation des Integrals } at ) di verschwindet. Zu gleicher Zeit wird 
a 


Ordnung dadurch bestimmt, dass man (»—1) Functionen aus einer gewissen 
anderen Gruppe von Functionen constante Werthe vorschreibt. Unter den 
obwaltenden Verhältnissen sind aber die Funclionen P, $,, $,... Pb 
Aggregate von Abelschen Integralen, bei denen eine Quadratwurzel aus 


1 


einer Function des (2»— 1)!®® Grades auftritt. dagegen die Functionen der 
erwähnten Gruppe algebraische Functionen der Variabelen Y,, 9%» -.. Y.; 
und die Aequivalenz der beiden Bestimmungen für dieselbe Mannigfaltigkeit 
der ersten Ordnung constituirt den Inhalt des Abelschen Theorems. Auf diese 
Weise knüpft sich der von Jacobi in den Vorlesungen über Dynamik vorge- 
Iragene Beweis des Abelschen Theorems an die Eigenschaften des Systems 
von Variabelen P, $,, D,,... P,, durch welches die Form 24(dy) trans- 
[ormirt worden ist. 

Die Frage nach der geodätischen Linie auf einem Ellipsoid, auf » 
Variabele ausgedehnt, ergiebt das isoperimetrische Problem, dass die erste 


Varialion des Integrals /z( 
a 


dx, 
dt 





) dt zum Verschwinden gebracht werden 


soll, während gewisse / von den elliptischen Coordinaten Y,, Y2, ..- Yı con- 
stante Werthe erhalten. An dieses Problem schliesst sich die Aufgabe, solche 
Grössenverbindungen zu ermitteln, welche sich bei einer beliebigen Trans- 
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formation der Form 32de, und der Ersetzung des Systems von Gleichungen 
Y, = const., %» = const., ... %) = const. durch ein äquivalentes System in die 
entsprechend gebildeten Grössenverbindungen für die neue Form und das neue 
System verwandeln. Eine Methode, welche bei einer beliebigen quadratischen 
Form f(dx) und einem System von beliebigen unabhängigen constantzusetzen- 
den Functionen %ı» Y2, -.. %ı dem angegebenen Zwecke dient, ist in dem 
Aufsatze: Entwickelung einiger Eigenschaften der quadratischen Formen von 
n Differentialen, d. Journal Bd. 71, pag. 274 und 288, dargestellt. Die ein- 
zelnen Schritte jener Methode vereinfachen sich bei der Anwendung auf den 
vorliegenden Fall bedeutend, weil die Form 2f(dz) durch die Form dr, 
ersetzt wird. deren Coefficienten constant sind. und weil diese durch die 
Substitution der elliptischen Coordinaten y, in die Form 29 (dy) übergeht, 
deren besondere Beschaffenheit schon hervorgehoben ist. Die Form 294 (dy) 


möge sich durch das Constantsetzen der Variabelen y,. Y:, ... Yı in die Form 
2g(dy) der (a—T) Variabelen %,,1, Y1,2, --- 9, verwandeln. Wenn man nun 


die der Form 2g(dy) zugehörige Hamiltonsche partielle Differentialgleichung 
aufstellt, so liefert Jacobis Verfahren ein vollständiges Integral derselben, und 
dadurch eine Auflösung des erwähnten correspondirenden isoperimetrischen 
Problems *). Aus jenem Integral P bilde man nach den Vorschriften des 
vorstehenden Aufsatzes das System von (a—!) Functionen P, P%,, ... DV, 
die sämmtlich wieder Aggregate von solchen Abelschen Integralen sind, bei 
denen eine Quadratwurzel aus einer Function des (2»—1)te" Grades vorkommt, 
und führe diese Functionen als neue Variabele in die Form 29 (dy) ein. Als- 
dann wiederholt sich die Erscheinung, dass die neue Form nur die Quadrate 
von den Differentialen ihrer Variabelen enthält. 


E 
Bei der Darstellung der elliptischen Coordinaten y,, Ya, --- Y. Wird 
vorausgesetzt, dass die reellen Grössen a,, @&, ... a, den Ungleichheiten 
(1.) Ad, or ds joe " d;  — ...o per. A, 


genügen, und dass für ein indefinites y 


2.) zw = Yy-y)Wy=Y2)-.-(Y— Ya), 
3.) Dy) = y-a)(y—a)...(y—a,) 


*) Eine andere Methode zur Integration des betreffenden Systems von Differential- 
gleichungen für den Fall !=1 ist in dem Aufsatze des Herrn Weierstrass: über die 
geodätischen Linien auf dem dreiaxigen Ellipsoid, Monatsbericht d. Berl. Acad., 1861, 
October, mitgetheilt. 
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/ 





ist. Nun giebt die Zerlegung des rationalen Bruches I. in Partialbrüche, 


Ay) 
dy 





wenn D’(y) = ist, die Gleichung 





| (0 .z(a. 1 
a ze 
Dly) e Da) y— a, 


Wenn in derselben statt y die Grösse z substituirt, und die ursprüngliche 
Gleichung von der hieraus resultirenden subtrahirt wird, so entsteht die Relation 


(5.) x%@) u: 2)  . za.) iR... ty 
’ D@) DY)  D'la) (—a,)(y—a,) 





Sobald man hier für z und y zwei verschiedene Grössen y, und y, einsetzt. so 
wird die rechte Seite durch den nicht verschwindenden Factor —y;+y, theil- 
bar, und der andere Factor muss gleich Null sein. Wenn dagegen y = y, ist. 
und 3 gegen die Grenze y, convergirt. so nähert sich die linke Seite dem 
2() —3t Ya, 
u, 





ii), ' ar R 
Ausdrucke % Ya. (3—9Y,), die rechte Seite dem Ausdrucke & 








®) Ya) £ I) (d.) Ya = de) 
Demnach bestehen die beiden Gleichungen 
» ” 1 (@.) 1 
5). 945 = -=-(0 amt, 
e Lila.) (Ya) (y— 4.) 
(7.) x 7a.) 1 a e (Ya) 
h e ’(a,) (Ya urn d,) j N) (Ya) 


Dieselben gelten auch dann noch, wenn die Function z(y) von niedrigerem 
Grade ist, als die Function D(y), weil in diesem Falle zwar die Gleichung 
(4.), aber nicht die Gleichung (5.) geändert wird. 

Es möge die Lage der reellen Grössen y, gegen die reellen Grössen 
a, durch die Ungleichheiten 

8) >ua>n >>. D>ND>a, 
bestimmt sein. Für diese Voraussetzung erhalten die Variabelen x,, welche 
mit den elliptischen Coordinaten y, durch die Gleichungen 
(9.) x. _ 2%) 


2 = I 
R D’(a,) 
verbunden sind, sämmtlich reelle Werthe. Die Gleichung (4.) verwandelt sie! 
in die Gleichung 


2 


} 1(y) 5 
( 10. } Ay, nn nz sr 
y) e y—@% 


Um jetzt die quadratische Form FI dx, durch Substitution der Variabelen y, 


1 


zu transformiren, hat man durch Differentiation von (9.) die Gleichungen 
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(11.) 0 RR. + dy, uraf: _ Un _ 
Lr Yu. Yü Yn— 4, 
und diese liefern die Gleichung 
; 5’ 2 1 l 
(12) Zdx; Ip 7, Ya CYs 
. di a,b (Yya—4,) ya) 


Hieraus folgt aber durch Vermittelung von (9.), (6.), (7.) die Transformation 











2, 


(13.) = de, —— 12 ap. 


Wenn man in dem ersten Artikel des vorstehenden Aufsatzes an- 
nimmt, dass die Zahl p=2, die Form fide)= 4% dx,, die Function U=0 
a 


ist, so wird das Integral, dessen erste Variation für constante Anfangs- und 
Endwerthe der Variabelen x, verschwinden soll 


t 2 
(14) © - (yo) a, 
t, 


(15.) F(de) = 2f(de) = Zdx,, 


16) R -/@ ih ) at, 


und, weil das aus der Formel (3°.) der vorst. Abh. hervorgehende System 
Differentialgleichungen durch die bekannten Ausdrücke x, = z,(0)-+x,(0) (t—-t,) 





die Form 


da sIntegral 


integrirt wird 


(16*.) R= (Z(,-2,(0))’). 


Ferner ist die der Form & dx, zugehörige Hamiltonsche partielle Differential- 


a 
gleichung für die Function P 
. ap 
(17.) Z&(- nr 


a (6, cz a 





Die Form f(dx) wird durch die Einführung der Variabelen y, in die Form 

g(dy) transformirt, welche nur die Quadrate von den Differentialen enthält. 

in Zeichen 
(18.)  ft(dze) = y(dy), 
(19.) g(dy) = 2 e,dys; 


oder. es ist, 






ferner ist 


(20.) Fi(dx) = G(dy), 
(21.) G(dy) = 2g(dy) = Z&e,dy,, 
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die der Form G(dy) zugehörige Hamiltonsche partielle Differentialgleichung 
für die Function JP lautet 
ee! 
a Ca \OYa 
und dem entsprechend verwandelt sich das ganze isoperimetrische Problem. 
Die Transformationsgleichung (13.) giebt in dem vorliegenden Falle für die 
Coefficienten e, der Form 2g(dy) die Bestimmung 


DE ri (Ya) 
(23.) e, = - 
£ IL (ya) ” 
und dadurch erhält die Gleichung (22.) die Gestalt 
| ‚4Q(y) (OPN 
r Be (=—) = 4, 
a X (9a) 


OYa/ 

Jacobis Verfahren zur Integration dieser partiellen Differentialgleichung 
beruht auf der Einführung einer beliebigen Function (n—1)n Grades mit einer 
Variabelen. Dieser Function gebe ich den Ausdruck 

25.) Piıy) = (y-c)Yy—C;)...(y— c,) 
und setze voraus, dass die reellen constanten Grössen &, C,. ... c,. oder 
c,, in Bezug auf die reellen constanten Grössen a, und die reellen beweg- 
lichen Grössen y, den folgenden Ungleichheiten genügen 


26.) y>a>e.>y>a>s>-"D>e>y>a,. 


Da der Coefficient von y"”' in Pi(y) den Werth der Einheit hat, so ist nach 
einem bekannten Satze 


a) zw _ 14 





a X (Ya) 
Die Gleichung (24.) kann deshalb durch die up 
5 > 
(28.),.,2 .. Ye) ( Bl: —) = a (Ya) 
| Eu) \öy 2 g 


ersetzt werden, und dieser genügt die Voraussetzung 








2 5P By, 
(29.) - Ya) Ya) . 
i ’ OYa ri (Ya) 


So entsteht das vollständige Integral 








| P m P, a 
x Ye 
(30.) Ce KIT (Dr 


de 


20 * 
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mit den » willkürlichen Constanten c,, &, ... e,. Die unter den Quadrat- 
wurzelzeichen auftretenden Functionen sind in Folge der Ungleichheiten (26.) 
innerhalb der Grenzen der Integrationen sämmtlich positiv, mithin die Werthe 
der betreffenden Radicale reell. Jedes Radical wird nach dem Vorgange des 
Herrn Weierstrass*) als das Product aus den Radicalen Y(y,—c,) und Y(y,—a,) 
definirt, und jedes von diesen Elementar-Radicalen entweder gleich einer 
positiven Grösse, oder gleich dem Product einer positiven Grösse in die 
imaginäre Einheit ‘ vorausgesetzt; dadurch sind die Vorzeichen der vorkommen- 
den reellen Radicale aus den Functionen von höherer als erster Ordnung voll- 
ständig bestimmt. 


2. 

Das System von neuen Variabelen, welche nach Artikel 6. der vor- 
stehenden Abhandlung zur Transformation der Form 2g(dy) dienen, besteht 
aus dem Integral P und seinen (»—1) Ableitungen $, in Bezug auf die Con- 
stanten e,. Demnach folgen aus der a. P=P, in (30.) die Ausdrücke 


1 


6: vo IB Bye) 
j 1 — m 4 = <dy. + 
Dur‘ ( Ya) 
(31.) e 








D a: y_ f": IN B(y.) dya 
u a— Cr YBCya) SAH 


\ (da 


LI 


Die Einführung dieser Variabelen in die Form 2g(dy) = dy, produeirt. 
vermöge der Formel (74.) der vorstehenden Abhandlung , weil nach (10**.) 
d. vorst. Abh. 2(U+H)=1 zu setzen ist, und in Folge der obigen Glei- 
chungen (18.) und (19.), die Transformationsgleichung 


dP,dP,, 


24) \ 
(32., 





Se,dy, dP’+ > m,; 
u T,o 


wo die Indices r. $ von 2 bis » gehen. In Folge von (75.) und (76.) d. 
vorst. Abh. erhalten dann die adjungirten Elemente M,,, durch die Deter- 
minante MM dividirt, die Bestimmung 

(33. ) My. en gi C D, ob; } 


NM ae OYa OYa 





Nun ist in dem gegenwärligen Falle wegen /31.) 
oc», u ı Fa) 


OYa . YaCr ) RG Ya) SS Iyı). 








*) Zur Theorie der Abelschen Functionen, d. Journal Bd. 47, pag. 289, art. 2 
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und wegen (23.) 





% Er 4, (ya) } 
ea KU) ’ 
deshalb folgt aus (33.) die Gleichung 
N... 3 Plya) 1 
ine a4’ (Ya) (Ya Cr) (Yale) 


Oben ist erwähnt worden, dass die Formeln (6.) und (7.) des ersten Artikels 
gültig bleiben, wenn die Zählerfunction /%(y) von niedrigerem Grade ist als 
die Nennerfunetion Q(y). Man darf deshalb in diesen Formeln gleichzeitig 
D(y) durch 4% (y), z(y) durch P(y), mithin die » Grössen a, durch die » 
Grössen %,, die n Grössen y, durch die (a—1) Grössen ce, ersetzen. Dann 
liefern (6.) und (7.), auf (34.) angewendet, die Gleichungen 





A M 

[ - Ü .) in A Ser M == . 
(35.) m 0. r>$, 
z M, r B' (C,) 

(? \ -. m — — ee 
(36. W 4y (C,) 


Demnach ist 


und die Gleichung (32.) erhält die Gestalt 


/ > a y'(ı > Be n 4; (ce \ 7 
38.) 3 2 Ve) qy? = dPE + ZI 488. 
a 40 (yo) : »P’lc) 


Da die neue Form wieder nur aus den Quadraien der » Differentiale dP,. 
dP, gebildet ist, so stellen die » Gleichungen P, = const., und , = const.. 


f 


ein System von » Mannigfaltigkeiten der (a—1)!e® Ordnung dar, die mit Rück- 
sicht auf die Form 2g(dy) und deshalb auch mit Rücksicht auf die Form 
2 dx, orthogonal sind. Das System Differentialgleichungen, welches bei dem 


1 


Problem, die erste Variation des Integrals (14.) zum Verschwinden zu bringen. 


\ 


dem System (3°.) der vorst. Abh. entspricht, wird durch die (»—1) Glei- 


chungen 

389) = #,(0) 
integrirt.. Wenn man nun festsetzt, dass die Anfangsw erthe x,(0) der durch 
die Gleichung P,(0) = A= const. bestimmten Mannigfaltigkeit der (»n— 1)“ 


Ordnung angehören sollen, so repräsentiren die Gleichungen (39.) in Ver- 


# 


bindung mit der Gleichung P,(0)= A die Gesammtheit der Mannigfaltigkeiten 





= 7 
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der ersten Ordnung, die das genannte System (3°.) der vorst. Abh. integriren, 
und die gegen die Mannigfaltigkeit P,(0)=A mit Rücksicht auf die Form 
Sdx, normal sind. Führt man diese Mannigfaltigkeiten der ersten Ordnung 
in dem Sinne, in welchem die Function P zunimmt, soweit fort, dass die 
Endsysteme x, der Mannigfaltigkeit der (a—1)!® Ordnung P, = B = const. an- 
gehören, so sind die Mannigfaltigkeiten der ersten Ordnung gegen diese Mannig- 
faltigkeit der (»n—1)!® Ordnung P,=B mit Rücksicht auf die Form FI dr: 
a 
ebenfalls normal, und das Integral AR, welches gegenwärtig nach (16*.) gleich 
dem Ausdrucke (Z(m-2.0)))' ist. bekommt nach dem Theorem IV. der 
vorst. Abh. für alle bezeichneten Mannigfaltigkeiten der ersten Ordnung den 
festen Werth R= B—A. Die Bedeutung dieses Resultats für den Fall, dass 
die Zahl » gleich 2 oder gleich 3 ist, und dass beziehungsweise r,, x, die 
rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes in der Ebene, oder x,, ©. x, die 
rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes in dem Raume sind, ergiebt sich 
aus dem bisher Gesagten von selbst. 


3. 


Bei dem in Rede stehenden isoperimetrischen Problem ist nach (15.) 
die Form F(d«x) = dx, eine Form mit constanten Coefficienten. Daher 
findet hier die am Schlusse von Artikel 7. der vorst. Abh. gemachte Be- 
merkung eine Anwendung, dass die Gleichungen 

öp 


na, _ (oP., 
oo) a 


von denen (»—1) die übrig bleibende zur Folge haben, und wo nach (30. 


jo 
- 
P durch P, ersetzt ist, ein System von (»—1) Integralen des dortigen Systems 


\ 


von Dillerentialgleichungen (3°.) bilden, und dass dieses System von (n—1 
Integralen mit dem System von (»—1) Integralen (39.) äquivalent ist. Die 


ne cP h ‚ 
Abhängigkeit der » Ableitungen Z, von einander wird dargestellt, indem man 
a 


bei der Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung (17.) die Substitution P=P, 
anwendet. Um die partiellen Ableitungen der Variabelen y, nach den Variabelen 


x, auszudrücken, multiplieire man die Gleichung (11.) mit dem Factor —— 
N h d Yı- d, 
und summire nach dem Buchstaben e von 1 bis », so kommt vermöge der 


Formeln (6.), (7.). (9.) die Gleichung 
w Ar. dr, 


e Ye 
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und daher die Bestimmung 


a re 
| de, 2) Ha, 


Aus der Definition von P, in (30.) folgen die Ableitungen 


a) a ,EW 
! oyı Dy)’ 
nD 


‘ ’ oP . u 28 ’ 
und deshalb nehmen die Ableitungen 3, in (40.) diese Gestalt an 
a 








(44.) op, _ zer u Ba I0DI=I0D] ER 
: OXa t Op om, t x (yı) Y—(y 


Wenn man diese Ausdrücke und die Ausdrücke der Functionen #, in (31.), 
sowie die Definitionen der Funclionen P(y), D(y), z(y), x, zusammenstellt, 


6, = 2-1 fm in _ 


» . /an ; N 7. a ’ 
YaCı | T (Ya) A] \Ya) 











a 
TR 

n Tyan 

op, we VPWy)ulya) Le 

Ann > 2 ya 

OT. \ x (Ya) Yadk 
(45) > EB et Se Erf er. [ = 
(4 I)» \P(y) — \Y-6;) \Y-6;). .+(YC,„)s 


Di) = (y-a)(y—@)...(y-a.), 


f 


xy) = W-)y-92)---(y-Y): 





a, 


so lehrt die Aequivalenz zwischen den Gleichungen (39.) und (40.), dass das 
von Jacobi aufgestellte System von Differentialgleichungen zwischen den n 


Variabelen y, 
» a) TR (1 ) dı 
46.) db, = Z-ı I Ya 


=—u—g 
E Ya Cr YPlya) Ulya) 





welches zu der Quadratwurzel aus der Function der (22—1)'“" Ordnung von y 
4) Ry) = Pay 


gehört, durch die Gleichungen #, = &,(0) in transcendenter Form, und durch 








' oP oP . a, = 
die Gleichungen (Z )=( or ) in algebraischer Form vollständig integrirt 
)z. d2./, - 


wird. Diese Uebereinstimmung ist aber ein Ausdruck des Abelschen Theorems. 
Durch das Theorem, wie Abel dasselbe ausgesprochen hat *), wird zu 





*) Remarques sur quelques proprietes generales d’une certaine sorte de fonctions 
iranscendantes, oeuvres compl., tome I, pag. 288; d. Journal Bd. 3, pag. 513. 
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den » Variabelen y,. Y:, -.- Y9. eine Function des (»—1)!® Grades 


48.) pP) = W-n)y—n)...(y—n.) 


bestimmt, bei der die (n—1) Grössen 7,=n,, 





n„ die Eigenschaft haben, 
die (a—1) Gleichungen 
0). en I Ben, 
’ YaT er YRlya) r 16 YR(ns) 
welche den Werthen r=2, 3, ... rn entsprechen, zu befriedigen. Hieraus 
ergiebt sich das obige Resultat vermittelst einer Methode, die von Herrn 








Richelot in der Abhandlung: Ueber die Integration eines merkwürdigen Systems 
Differentialgleichungen, d. Journal Bd. 23, pag. 354, vorgezeichnet ist. 

Zu der Determination der Function y(y) dient die Aufgabe, eine Function 
o(y) vom (n—1)!e" Grade zu finden, welche die Gleichung 


50.) F)=-Wıw) =lW-R() 
erfüllt. Die Function o(y) ist durch die » Gleichungen 
vollständig bestimmt, wo die Radicale YR(y,) von der linken Seite der Glei- 
chung (49.) her gegeben sind; die Radicale YR(n,) auf der rechten Seite der- 
selben Gleichung werden dann durch die Gleichungen 
(52.) on) = YR(n) 

eindeutig definirt. Wenn die » Werthe y, beziehungsweise gegen die Grenzen 
a, eonvergiren, so nähert sich die Function o(y) dem Werthe Null, und die 
Grössen n, nähern sich beziehungsweise den Grössen c,. So entsteht unter 
Vereinigung der Gleichungen (49.) und (31.) die Darstellung der Functionen 
<$b, durch die (a—1) Grössen n, 

53) ur er er 
ie; e yRlms) 


R \ oP.-;. ö PAR 
In Betreff der Functionen —- ist zu bemerken, dass in Folge der Gleichungen 





or, 
“ru L ci } b j { 4 
(51.) der Quotient w bei dem der Nenner von der »t®, der Zähler von der 
SERER 2) 


(n—1)'er Ordnung ist, diese Gestalt annehmen kann 
u R Ya) l 
ıW) N X (Ya) Y—-Ya 


Die Substitution y=a,. in (50.) angewendet, giebt 


o(y) 








54.) 


99.) — ol(a,\x(a,) = (0 a,)). 
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und deshalb 





(55*) Ypla)Y—x(a,) = o(a, 
Dieselbe Substitution, in (54.) angewendet, nei die Gleichung 
; o(d,) Roya) 1 
we) ei zum ! . 
2a) eo 2 (ya) M—Ya 
nun hat man vermöge (45.) die Gleichung 
By ra „I Ra) — L: #(0) 
or, a X (ya) Ya : YO’ (a,) 
‚u ci öp 3 | 
also werden die Functionen 5, wenn man die vorstehende Gleichung mit 
g - 


den Gleichungen (55*.) und (56.) zusammenhält, durch die (n—1) Grössen 
n, folgendermassen ausgedrückt 
. oP '£(a,) 
58.) — = 5 = 
or, S’a,) 
Die Gleichungen (53.) zeigen, dass die Gleichungen $, = »#,(0) das Con- 


stantwerden der (»—1) Grössen », bewirken, und dieses Consltantwerden 
. . « . FEIN . « . oP. /oP. 
zieht vermöge der Gleichungen (58.) die Gleichungen (- ) - .) nach 
\ “ \or, \cor, 0 
sich; hiermit ist aber die beabsichtigte Deduction des aufgestellten Resul- 
tats ausgeführt. 
A i . ’ a BEN > © k 
Die Ausdrücke der Functionen P, in (93.) und (= L) in (98.) stimmen 
or, : 


vollkommen überein mit gewissen unter den analylischen Ausdrücken, die 
Herr Weierstrass in seiner Theorie der Abelschen Functionen. d. Journal 
Bd. 52, pag. 285, eingeführt hat. Wenn man 


die Grössen ©, C,. ... e, durch die Grössen ©. %. ... Gy; 

_ = ee - - Oorız B423 +++ porın 

in _ ‚SE OTONGEENOE - - Dia, Wahr 
die Funetion P(y) durch die Function P(x) = („—a,) (2—a,)... (0—a,). 
- ” Dy) - - - Blae)=i CA, 1) (E-4,4r2) (T-4,,4+1), 
- - Ry - - - R(x) = P(x)0 (x) 


ersetzt, und die Gonstante A, =1 annimmt, so verwandeln sich 
die Ausdrücke 2B,,. 2P,. ... 2P, in die Ausdrücke »,. 5. ... %,, 
die Function p(y) = (y—)...(y—n,„) in die Function y(x) = (2—ır,)... (0—-X,). 


oP, 1a Yp pa.) 





Ferner sind die Ausdrücke Abelsche Functionen der Argu- 


o%. Y DO (a) 


Journal für Matliematik Bd. LXXIV. Heft 2. 2] 
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mente QP,, ... 2P,, im Sinne der von Herrn Weierstrass aufgestellten De- 
finition, und zwar gehen unter den erwähnten Fe die Ausdrücke 
Free r n 
} (a, ) oP, HERZ Ola.) or 
Sr Zungt en Irye 
Ya) 9m ’ Bla) 98e 


in die Abelschen Funelionen 





Plz Urn... %,)o4ı> RR Plz Mr... u ) + 


V/-0 
5 / » 


über, welche auf pag. 309 der angeführten Abhandlung definirt werden. Die 





a . . 4 . oP P} . 
Gleichung zwischen den Functionen —-, welche sich, wie schon bemerkt, 


or, 
durch die Substitution P=P, aus der Hamiltonschen partliellen Differential- 
gleichung (17.) ergiebt, 


2 


f N y' or, = 
a7*) zZ) =1, 


e OL; / 





ist eine der linearen Relationen zwischen den Quadraten von »=o-+1 Abel- 
schen Functionen, von denen |]. ce. pag. 318 die Rede ist. Wenn man dieser 
Gleichung die Gestalt giebt 


Amar pa.) 
(17* 3 P: - Qa,) u 1, 


so erscheint sie als die Folge des bekannten Satzes, der auch die obige 
Formel (27.) geliefert hat. 


4. 


Ich wende mich jetzt zu der Aufgabe, da 


VPE es 


zum Verschwinden gebracht BE ‚soll, während die / beliebigen unab- 


s die erste Variation des 


n 


Integrals 


hängigen Functionen Yı» Y3» - .. Yı der Variabelen x, constante Werthe an- 
nehmen, und setze dabei voraus, dass die quadratische Form f(dx) gleich der 


Form } I dx; sei, und dass die Functionen y,, wo « die Reihe 1, 2,9, .../ 


durchläuft, mit den gleichbenannten elliptischen Coordinaten der vorigen Artikel 
zusammen fallen. Die a. a. O. entwickelte Methode, um bei einer beliebigen 
quadratischen Form f(dx) und einem System von beliebigen constantzusetzen- 
den Functionen Grössenverbindungen aufzufinden, die sich für eine beliebige 
Transformation der Form und die Einführung eines äquivalenten Funclionen- 
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systems miländern, gründet sich auf die Bildung eines Problems de mazximis 
ei minimis, welches dieselbe Eigenschaft hat. Es seien 4, 7 unbestimmie 
Grössen, welche für das vorliegende Variationsproblem die Rolle der unbe- 
stimmten Multiplicatoren von Lagrange übernehmen, so haben die Differential- 
oleichungen des Variationsproblems, nach den in (17.) der vorst. Abh. ge- 


Lo) 


wählten Bezeichnungen, die Gestalt 


4 ”, ’ 
OI\X \ 
„dr 
1 r) f ' n 
59 *,) N a TE 
(I9*,) — >=, 5 tf\T) >= ah, - 
dt x, b P Or, 


Das Aggregat 
(60.) R: I. Iy. 9 


bei dem die Variationen dy, beliebig gewählte, aber feste Werthe erhalten. 
lässt sich dann vermöge der Gleichungen (19.) und der Gleichungen 


us My 
(61) 5 = 0 


in eine quadratische Form der » Grössen x, verwandeln. Das erwähnte 

Problem de mazximis et minimis besteht nun darin, dass das erste vollständiee 

Differential dieser Form in Bezug auf die » Grössen x, verschwinden soll. 

während diese Grössen durch das Integral der Differentialgleichungen (59.) 
(62.) 2f(«) = 1, 

und die Gleichungen (61.) beschränkt sind. Wenn » und 9, unbestimmte 

Factoren bedeuten, so müssen demnach die » Ableitungen des Ausdrucks 


e . u dy, 
63.) —1385ı,.dy,+twfiz)+239, a 
a ’ @& ” 


nach den Variabelen x, gleich Null sein, und hieraus entsteht für die Grösse 
co» die Gleichung des (» — !)!® Grades 

(64) D(w) = 0. 
Diese Gleichung, deren Wurzeln direct die betreffenden Werthe der Function 
=71,0y, darstellen, enthält den Ursprung der aufzusuchenden Grössenverbindungen. 
Der Artikel 3. des angeführten Aufsatzes giebt eine mechanische Deutung 
des Problems de mazimis et minimis, welche sich den Anschauungen des 


Artikels 2. der vorstehenden Abhandlung anpasst. 
Das aufgestellte Variationsproblem und das aus demselben abgeleitele 


Problem de mazimis et minimis werden in Arlikel 4. des betreffenden Auf- 
satzes transformirt, indem man zu den / Functionen y, »—/ beliebige Functionen 
a,” 
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Yırıs Yır2» - +. 4, hinzufügl, die mit jenen zusammen ein System von » un- 
abhängigen Functionen y, bilden, und diese stalt der Variabelen x, sub- 
stituirt. Die Zeiger o, 7, ... bedeuten der Reihe nach die Zahlen /-H, 
+2, ...n. Durch die angegebene Substitution wird, wie in (23.) der 
vorst. Abh. 


f(de) = g(dy) 


und 


AI“) gidy) = 3 e,,dy.dys; 


das System der obigen Gleichungen (59*.) verwandelt sich demnach in das 
folgende 





a) 
d—— 
OYa oa(y' L Z ; 
\ z Eu un . - Cab Y-t Ga (y') — Nas 
(65.) | Ya 
19) 
yo öy) 


a > % E; \ = (0 
4 — Se _.Yy, — (), 
lt öyo = Ca, Y, 9,(Y ) 


Nun lasse ich die Voraussetzung eintreten, dass die Form g(dy) nur 

die Quadrate der Differentiale dy, enthalte, und durch die obige Gleichung (19.) 
g(dy) = 3 e.dy, 
definirt werde. Diese Voraussetzung, welche in dem eitirten Aufsatze nicht 
speciell erörtert ist, kommt darauf hinaus, dass die » Gleichungen y,=const. 
ein System von » Mannigfaltigkeiten der (»—1)!® Ordnung darstellen, die 
mit Rücksicht auf die Form 2f(dx) orthogonal sind. Aus (19.) und (65.) 
folgt die Gleichung 
LICH 


66 Ya _ Oyy) _ dlesya) Ogly') 
(v .) nn Gm nn I see me me 


dt OYa di OYs 


1; / A\ 
e, Ya T4ga Y /) 
und deshalb ist 


67.) 4.y) = — m - 


\ 


Ferner kommt, weil auf Grund von (61.) die zweiten nach f genommenen 
Differentialquotienten x, 


[64 


—0(I sind, 
/ MN 
9.4) = 4 
(68.) . a ; 
e, Yo + 9,\Y J Zi V. 


Also stellt sich das Aggregat (60.) als quadratische Form der Grössen y, 
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folgendermassen dar 


ah, Öy. — Qu (y') — = Us Y, Y%s 
[74 a, r 


4 


A . ” 
(69.) | er u/de., » ogly)\ }, 
tl = | —— | — —[ ( 
rY Jay Na I« OYa 7" Ia> 
und der Ausdruck — 4 337,.dy,+wf(x') aus (63.) wird gleich dem folgenden 
2% Ay N ‚(der  _IWIN 5 un 
(63°) —-uly/)trog(y) = 32 ah )ytog(y) 


Hier können die Gleichungen (61.) unmittelbar substituirt werden, es kommt 


deshalb 
de. ! Ö U 4 v de, 
den. _2IW) . 5 | 


de 9« Oya 18 Me 





YoYo> 


Di 


v 


g(y) = 32e,Yy, Yo; 
[77] 
und somit wird das in Rede stehende Problem de mazximis et minimis zu der 
Forderung, dass die (»—/) Ableitungen des Ausdruckes 
> 4 f \ ! ’ . . de, \ . ' 
TO.) 2 (u. +%8e,)YyYı = 423 ( R: 30; dy. tw e)YuYo 
Oz Ö [04 Ü& 
nach den Grössen y, verschwinden sollen. Die zur Bestimmung der Grösse 
wo dienende Gleichung D(»)=0 wird die Gleichung 
en R o—n In ee olore, 
71.) H e, H \o+ı2 —— dy. = 0, 
A Ö I- i T I 1 ” 0 OYa e i 
deren linke Seite als ein Product von Factoren des ersten Grades in Bezug 
auf die Grösse & auftritt. Setzt man die Grösse & successive gleich jeder 
einzelnen Wurzel w, dieser Gleichung 


n . ologe 
R) = -432 ——dy,, 
& Ya 





so wird das Problem dadurch aufgelöst, dass die Differentialquotienten y,.,. 
Yıras --. Y, mit Ausnahme des betreffenden y, die Werthe Null erhalten. Die 
Verhältnisse der Differentialquotienten y, sind also unabhängig von den be- 
liebig gewählten Werthen der Variationen dy,, und bezeichnen das Fort- 
schreiten des Werthsystems y, in derjenigen Mannigfaltigkeit der ersten Ord- 
nung, welche dem Constantsetzen der Grössen Y7,1» Yır2» - - : 4. mit Ausnahme 
der Grösse y, entspricht, die der jedes Mal genommenen Wurzel w, zugehört. 
Der absolute Werth des bezüglichen y, wird vermöge (62.) durch die Glei- 
chung 2g(y') = 1 bestimmt, die gegenwärtig in die Gleichung e,y, = 1 über- 


geht, und w, ist der correspondirende Werth des Ausdruckes I 1, Oye: 


[#4 
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An die Darstellung des Aggregats (60.) als quadratische Form der 
Grössen x, schliesst sich die Bildung einer Form, die zu der Form f(dx) und 
dem Systeme von Gleichungen y„=const. in dem definirten Sinne covariant, und 
nach vier Systemen von Differentialen linear ist. Den a. a. O. gebrauchten 
Bezeichnungen gemäss werden aus g(dy) und der in (69.) definirten Form 
«{y') die bilinearen Formen 


. \a 


Ä > ‚og(dy) ! 
g(dy,dı 123 ——-——- dy,. 
g\ay, ay) dd, a 

y ‚ou(dy) ! 
ud.) = LEI Be. 
ze 
2 1 3 ’ 
die betreffende quadrilineare Form Z(dy, dy, dy, dy) wird aber so definirt 


2 I 3 l 2 3 3 2 ] 
73.)  L(dy, dy, dy, dy) = (4u (dy, dy) u (dy, dy) — Au (dy, dy) u (dy, dy)). 
Die Einschliessung in eine Klammer deutet an, dass für die Producte dy,dy, 
aus je zweien von den Variationen dy, respective die endlichen Ausdrücke 
oE 


- zu substlituiren sind, wo E gleich der Determinante |e,,| und E,,= I 
4 4.) 


1 2 
"KDD 


ist. In Folge der Gleichung (19.) wird daher gegenwärtig dy,dys durch die 

’ - \ ‚Ir 1 

Null ersetzt, wenn & = 5 ist. dagegen dy,Öy, durch den Ausdruck Br Ver- 
[04 

möge der Gleichungen 


> 


1 3 
FR) At eeel ei. ut 
l 
erhält Zr (dv. dy) die einfache Gestalt 
1 
en I 09 (dy, dy) x 
49.) 2u .dy, dy ı = SEEN Oy, r 
ng u OYa 


und es ist 





N 2 3 3 n. 
er. A ‚1 7ogldy,dy)og(dy, dy) og(dy, dy) Og(dw, dy) 
76.) L(dy, dy, dy, dy) = SZ —\ 29\Ey; Ey) 99SCy, Ey) _ 29\EY y) AS 22) 


\ ‘ \ | 
eu N MY oY. Oyı ya 


Hier hat man 


. i © r 
ogldy,dy) _ ı y % 


OYa ° OYa 





-dy, dy, 2 


und dadurch entsteht die Darstellung 


na N . - . v 1 . de, 06, ’ 2 2 R L 3 3 1) 4 
6*.) L(dy,dy,dy,dy) = 42 7 4 2 ‚dy,dy.—dy,dy.)\dy,dy,„—dy,dy,.)- 
a 0,0 OYa Ya 
bei der für o. o' alle Paare differenter Zahlen aus der Reihe von /-+1 bis 
e 


n zu setzen sind. 
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Wenn die Form g(dy) durch die Gleichungen dy,=0 in die Form 
9”). ie = >= e,dy,dy, 


übergeht, so ist es wesentlich, unter den Grössenverbindungen, die sich mit 
der Form f{d&) und dem System von Gleichungen y, = const. miländern, die- 
jenigen zu unterscheiden, welche die Eigenschaft haben, bei jeder Trans- 
formation der Form g(dy) sich entsprechend mitzuverwandeln. Gegenwärtig 
ist die Form f(de)= 43 dx, eine Form mit constanten Coeffieienten, und 
a 
diesem Falle geben die, Bd. 71 d. Journals, pag. 292 u. ff., entwickelten Grund- 
sätze Kenntniss von einigen Grössenverbindungen dieses Charakters. Nach 
der dortigen Gleichung (13.) wird die zu y(dy) covariante quadrilineare Form 
2(dy, dy,dy,dy), welche identisch verschwindet oder nicht, je nachdem die 
betreffende Form g(dy) in eine Form mit constanten Coefficienten transformirt 
werden kann, oder nicht, durch die in (76*.) definirte Form L(dy, dy, dy, dy 
so ausgedrückt 
2 l 3 n 
(7.)  —L(dy, dy, dy, dy) = 12 (dy, . du. dy). 
= . “ y ee . ° . 

Aus (76”.) entsteht eine Imvariante der Form g(dy), die an jenem Orte als 
eine Verallgemeinerung des Gaussischen Krümmungsmasses bezeichnet und 
— 1% genannt worden ist, indem das Product der beiden Determinanten von 
Dillerentialen durch einen endlichen Ausdruck ersetzt wird, der vermöge der 


. « - , eo > + 1 . n 
obigen Gleichung (19.) den einfachen Werth —— erhält; demnach ist 


RR 
es ER 1 % loge Ologes 
url \ = . 0 
« °.) io = 1 En JE Ber 
” u ©. 0,0° Ya dya 


Unter der Voraussetzung, dass die Zahl /=1 ist, ersetze man auf der linken 


u u EMr En | 
Seite der Gleichung (71.) den einen Ausdruck dy, durch den Ausdruck —, 


ve, 
und bilde die Gleichung 
(79.) ILe, 7 (o+4 Ologe, 1 — D,w"""+D,w"” 11.+D_,1=0. 


oy, ve, 
dann sind die Coefficienten gerader Ordnung in der durch D, dividirten 


Funetion von 


anı P D 
| S0., D » D, n 


0 


Invarianten der Form g(dy). In diesem Falle ist, wie schon früher bemerkt 
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/ 


ve, 
/ 


1 


worden, der Ausdruck — gleich derjenigen Grösse, die Herr Kronecker 


In dem Aufsatze über Systeme von Functionen mehrerer Variabeln, Monats- 


bericht der Berliner Akademie 1869, August, mit go bezeichnet hat, die Werthe 


1 2 ye " h j 
0, = — = ——— aus (72.) werden die n—1 ausgezeichneten Werthe der 
o, ologe, © 


oy, 
Function o, und 
D. 4 n—l on olo e, 
en 2 n kan 
D, 2ye, 2.0, 


0 


wird diejenige Grösse, die Herr Kronecker daselbst als eine V erallgemeinerung 
des Gaussischen Krümmungsmasses erwähnt. 
In die allgemeinen Formen des angeführten Aufsatzes ist zuerst die 
Voraussetzung (19.) 
gidy) = 3e.dy;, 
dann die Voraussetzung 


7 


f(de) = 42 dr, 


eingeführt worden. Es bleibt jetzt übrig, die besonderen algebraischen Aus- 
drücke der Coefficienten aus (23.) 


X) _ _WaN)WYa—yr) +: (Ya Yu) 
42 (ya) 4(ya—a,) (Ya— A,)...(Ya— Un) 





zu substituiren. Vermöge derselben ist 


(Si. cCloge, Bez 1 


Öya Yo— Ya 
Daher wird der Ausdruck (70.) 


1 x y 


Ya 
Du Tu; 
we [4 2 (Yo Fi Ya 





to)eyy. 


n 


die Gleichung (71.). von dem Factor /IJ e, befreit, 


o=/ 1 





I ”n R Ya 
u— 2 = 6, 
z 1 « 2 (yı— = 


Br. Fi Ba 
quadrilineare Form £2(dy, dy, dy, dy) aus (77.) und (76*.) 
_— 2 1 3 i 
‘2 (dy,dy,dy,dy) 
1 


* 2 1 3 3 f 
Eu Ber u, DEREN Der EN f PR} \/ Le \ 
rer ern, (dy,dy,.—dy,dy,.)(dy,dy,—dy,dy,). 
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die Invariante — lo aus (78.) 


ME RT 1 
Un 2 FIEBER 2, 
a 6a 0,0 (Yo — Ya) Yo Ya) ' 


endlich die Gleichung (79.), die sich auf die Voraussetzung /—=1 bezieht. 


tn 
von dem Factor /le, =D, befreit, 
r—?2 








7 ’ n—l | D, n—?2 | D.-ı 
LACH rar 7 Tui Failiee Fuei 
an | ae 
und der Coefficient + in der betreffenden Function von w 
D,-ı {| mtomn, 4 
275) A e y/' 


>. 


Das Variationsproblem des vorigen Artikels geht durch die Einführung 
der Variabelen y, und die Berücksichtigung der Gleichungen (61.) in das 
Problem über, dass die erste Variation des Integrals 

(99".) ya 
1, 
zu Null gemacht werden soll, und die zweite Zeile in (68.) liefert das zu- 
geordnete System von Differentialgleichungen zur Bestimmung der Grössen y,, 
sobald in den Ausdrücken g,(y') die Differentialquotienten y„;=0 gesetzt werden, 
(68°) eyatgoly) = 0. 


Die Hamiltonsche partielle Differentialgleichung, welche der Form 
g(dy) = Ze,dy,dy, 
Ö 


zugehört, ist diese 


SL ‚A yfopn 
#) 3—l—) = 1, 


- 0 &5 Yo 
und nimmt durch die Substitution der Ausdrücke e, aus (23.) die Gestalt an 
(& \ y 4X(ys) oP \” 
(< 3.) A Tr Zu Tu — 
? 0 y4 (Yo) OYo / 
Die Ermittelung eines vollständigen Integrals derselben nach Jacobis Methode 
erfordert die Einführung einer Function vom (»a—/—1)'" Grade, welche 
84.) Pauly) = (y—C142) (y— Cr+3)--(Yy—En) 


heissen möge, und wo die reellen constanten Grössen C,,3. Cyy3» --» €, die 





Ungleichheiten 
(26°) 9a > Ca > Yır > An > U > >, >y >, 
Journal für Mathematik Bd. LXXIV. Heft 2. 22 
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erfüllen. Bei der Function %(y) ist der Factor, der die constanten Grössen 

y. enthält. und der Factor, der die veränderlichen Grössen y, enthält, zu 

unterscheiden: 

ed, 
(9) = Ya NH) Y— Ya). 


In Foige der Gleichung 


/* a Pa-1-ı (Yo) 
(27°.) 23 -— - —=1 
‚ 0 X (Yo) ; 
die der obigen Gleichung (27.) entspricht, wird aus (83.) die Gleichung 
LE) _ Fe) 
u Xn—1(Yo) 








°o (Yo) \Oyo 


Weil nun dieselbe durch die Gleichungen 








IP /% ( Im it J 
84.) vn 7 . Yo) 
\ : Oyo 40 (yo) 


befriedigt wird, so hat man das vollständige Integral mit den willkürlichen 


Constanten C,;ı5 Errzas Cl439 * ++ On, 








7 = Pıns 
\ Yo_/ 6 £ 1-1 (Yo 
(85.) & = z,/ ya ren dys+ E14. 


In Betreff der unter den Quadratwurzelzeicher erscheinenden Functionen und 
der Bedeutung der Radicale gelten die zu der obigen Formel (30.) gemachten 
Bemerkungen. Die Anzahl der unter einem Quadratwurzelzeichen vorkommen- 
den Factoren ersten Grades ist auch hier gleich 2» —1. 

Nach Artikel 6. der vorst. Abhandlung ergiebt sich das zu der Trans- 


[ormation der Form g(dy) bestimmte System von neuen Variabelen, wenn die 

















Buchstaben 5, n die Zahlen +2, !+3, ... rn bedeuten, folgendermassen 
| P. an Sı /" Yo) Pa-1-ı (Yo) f | 
\ en ö” U (Yo) Ays+ Cızı5 
86.) ı De | 
ci ) or Ofırı — 93 — ıf [A (Yo) 1 (Yo) 1 dy , 
Be - . " : Yo 65 Yan y)OY) 


U 


bei der Transformationsgleichung 
(57.) Z&e,dy, = dPi,, + m), db dp) 
0 5. j ” 


" 
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.’ 


kommt für die adjungirten Elemente M{), durch die Determinante MV = |m! | 
dividirt, die Bestimmung 


‚88 MD 1 o0P op 
if, HU MY Me: 
Die Substitution der bezüglichen Werthe aus (86.) produeirt dann die Glei- 
chungen 
mu m“ R (y.) 
(88*.) er _ 7 nn ARE ehe 
! Mil P \ 
N 0 Xn—l (Yo) (Yo —cC:) (Yo Cy 


Durch dieselben Schlüsse, die auf die obige Gleichung (34.) angewendet sind. 
wird nun erwiesen, dass die Gleichungen 


(!} 
M:; 2; — () . u 
N RER 
Te ; 
1 m9 B_ı-ı(e 
| iR ».6 9 »n—I- I\tE 
MD 7 44.-1(e: 


bestehen. Hieraus folgen die Bestimmungen 


(]) j 2. 
Mi =0, 55 is 
89.) & Ayu-ılcz) 
\ Ri —1\t / 
ja = 


Pa-1-ı (05) 
durch diese und durch die Werthe e, aus (23.) wird aber die Translormations- 


\ 


gleichung (87.) die folgende 


f \ v 2 (Yo 2) x 43 Hi GR ) 719 
0) Een ae RD a 
oO 40ys) 0 % BR .tr S 


Also enthält die Form der Differentiale dP,,,. dPY. in welche sich die Form 


g(dy) verwandelt hat, ebenfalls nur die Quadrate der Dillferentiale. Die Glei- 
chungen PU) — BO) sind a —/—1 Integrale des Systems von Differential- 
gleichungen (68”.). Die erwähnte Eigenschaft der resultirenden Form berech- 


4 ten 


gt nun zu der Aussage. dass die »—/ Mannigfaltigkeiten der (n—!—1 


Ordnung P,,, = const., DU = consl. mit Rücksicht auf die Form 24 (dy) ein 


System von orthogonalen Mannigfaltigkeiten bilden. Diese Form 2g(dy) is 
aber unter den vorliegenden Verhältnissen in ein Aggregat von den Quadraten 
der Differentiale irgend welcher (a—2) Variabelen »icht transformirbar, weil die 
in dem vorigen Artikel gebildete. derselben zugeordnete quadrilineare Form 
2dy, dy. dy, dy) nicht identisch verschwindet. 


Bonn, den 15. Juli 1871. 
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Die Elemente der Funetionenlehre. 
(Von Herrn E. Heine in Halle a,S.) 


Das Fortschreiten der Functionenlehre ist wesentlich durch den Um- 
stand gehemmt, dass gewisse elementare Sätze derselben, obgleich von einem 
scharfsinnigen Forscher bewiesen, noch immer bezweifelt werden, so dass die 
Resultate einer Untersuchung nicht üherall als richtig gelten, wenn sie auf 
diesen unentbehrlichen Fundamentalsätzen beruhen. Die Erklärung finde ich 
darin, dass zwar die Prineipien des Herrn Weierstrass, direct durch seine 
Vorlesungen und andere mündliche Mittheilungen, indirect durch Abschriften 
von Heften, welche nach diesen Vorlesungen gearbeitet wurden. selbst in 
weiteren Kreisen sich verbreitet haben, dass sie aber nicht von ihm selbst 
in authentischer Fassung durch den Druck veröffentlicht sind, so dass es keine 
Stelle giebt, an welcher man die Sätze im Zusammenhange entwickelt findet. 
Ihre Wahrheit beruht aber auf der nicht völlig feststehenden Definition der 
irrationalen Zahlen, bei welcher Vorstellungen der Geometrie, nämlich über 
die Erzeugung einer Linie durch Bewegung, oft verwirrend eingewirkt haben. 
Die Sätze sind für die unten zu Grunde gelegte Definition der irrationalen 
Zahlen gültig, bei welcher Zahlen gleich genannt werden, die sich um keine 
noch so kleine angebbare Zahl unterscheiden, bei welcher ferner der irrationalen 
Zahl eine wirkliche Existenz zukommt, so dass eine einwerthige Function für 
jeden einzelnen Werth der Veränderlichen, sei er rational oder irrational, 
sleichfalls einen bestimmten Werth besitz. Von einem anderen Standpunkte 
aus können allerdings mit Recht Einwände gegen die Wahrheit der Sätze er- 
hoben werden. 

Nicht ohne Bedenken veröffentliche ich diese Arbeit, deren erster, 
wesentlichster Theil „Ueber Zahlen‘ bereits seit längerer Zeit vollendet ist. 
Abgesehen von der erheblichen Schwierigkeit, einen solchen Stoff darzustellen, 
trug ich Bedenken, eine Arbeit zu veröffentlichen, welche vorzugsweise die 
mir durch mündliche Mittheilung überkommenen Gedanken Anderer, besonders 


des Herrn Weierstrass enthält, so dass mir wenig mehr als die Durchführung 


#7 


angehört. bei der es darauf ankam, keine irgendwie erhebliche Lücke zu 
\assen. Hauptsächlich ist es die Nothwendigkeit, mich in einer späteren Ab- 
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handlung auf die Fundamentalsätze der Functionenlehre zu beziehen, welche 
mich dennoch zur Veröffentlichung der gegenwärligen veranlasste, in der ich 
schliesslich diese Sätze beweise. 

Zu besonderem Danke bin ich dem Herrn Caxtor in Halle für seine 
mündlichen Mittheilungen verpflichtet. welche einen bedeutenden Einfluss auf 
die Gestaltung meiner Arbeiten ausüblen, indem ich von ihm den Gedanken 
entlehnte, die allgemeinen Zahlen vermittelst jener besonders geeigneten Reihen 
einzuführen, die hier (A. $. 1. Def. 1) Zahlenreihen genannt werden. Es scheint 
mir dies eine. besonders für die Anwendungen auf die Funectionenlehre /B. 
$.2, Lehrs. 1), glückliche Fortbildung der ursprünglichen Einführungsart, 
bei welcher die allgemeineren Zahlen durch die in ihnen enthaltenen Viel- 
fachen gewisser Grössen in unendlicher Anzahl bestimmt werden. Die Be- 
rechtigung,. das durch die Reihen Eingeführte als Zahlengrösse zu betrachten, 
findet Herr Cantor darin, dass es möglich sei. auch hier die Begriffe des 
Grösser-. Kleiner- und Gleichseins festzustellen. 

Die Frage. was eine Zahl sei. beantworte ich, wenn ich nicht bei den 
rationalen positiven stehen bleiben will. nicht dadurch dass ich die Zahl be- 
erifflich definire, die irrationalen elwa gar als Grenze einlühre, deren Existenz 
eine Voraussetzung wäre. Ich steile mich bei der Definition auf den rein 
formalen Standpunkt *), indem ich gewisse greifbare Zeichen Zahlen nenne, SO 
dass die Existenz dieser Zahlen also nicht in Frage steht. Ein Hauptgewicht 
ist auf die Rechenoperation zu legen, und das Zahlzeichen muss so gewählt, 
oder mit einem solchen Apparate ausgerüsiet werden, dass es einen Anhalt 
zur Definition der Operationen gewährt. 

Rechenoperationen heissen Regeln, nach welchen zwei Zahlen, die durch 
das Operationszeichen verbunden sind, gegen eine einzige umgelauscht werden 
können. Diese Regeln werden zunächst so fesigeselzt. dass sie das Resultat 
der gewöhnlichen Rechnung geben, wenn die eingeführten Zahlen allein O, 1. 
2. 3. ete. waren. Die Unmöglichkeit der Subtraction in vielen Fällen veranlasst 
zur Einführung neuer Zeichen oder Zahlen: für jedes schon vorhandene Zeichen 
a führt man noch ein Zeichen neg(«a) ein. und erweitert die Definition der 
Operationen in geeigneter Art. so dass sie für die neuen Zeichen noch ein 


Resultat liefern, an die früheren angebracht, dasselbe wie früher. Dann zeig! 


*) Auf die in dieser Einleitung mitgetheilte Art leite ich seit vielen Jahren meine 
Vorlesungen über algebraische Analysis ein. 
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ZW eckmässiger Definition der Subtraection. dass nee 4 )—- a sein 
muss Die Unmörlichkeit der Division zweier Zeichen sa und 5b. wenn der 


(uotient nicht eine zanze Zahl ist. veranlasst. Doppelzeichen 'a.b) den frühere: 


q 


zuzufüsen. wobei man die Verbindung mit diesen dadurch herstellt. das= 


Ds 


ubt sein soli. .a.1) mit = zu vertauschen Erweitert man dann « 
Frkläruns der Multiplieation. so zeiet sich. dass ‘as.5b nichts anderes ist. als 
das Resultat der Division von /a.1\ durch ‘5.1. oder von a durch 5. Nun- 


pP sy ir dıe eineeführten Zahlen dıe Addıtıon. >nmblractıon. Inllıpllicalion. 


m Alirvemeinen dıe Division möerlıch — nämlıch letztere ıst ın einem Falle 
.„. wenn der Nenner Noll una cer 7! ier ntehl Noll ıs! Die [ N 
| It .„ ük W ürzeiauszienune ın Ailen F alien. dann auch noch Andere 


n N e Uperadtionen n den Disner einzeilunrien Zahlen vVorzunenmen. 


- 


(nmerkung. Das Wort Zahl, ohne weiteren Zusatz. bedeutet im Ab- 
Zahl. Die Nu L vıra Die 


roaitondie 
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Folgerung. Die Glieder a jeder einzelnen Zahlenreihe bleiben unter 
einer endlichen Grösse. Ist die Reihe nicht eine elementare. so bleiben sie. 
von einem gewissen Werthe des Index » an. auch sämmtlich über einer von 
Null verschiedenen Grösse. 

Bezeichnung. Der besseren Vebersicht halber sollen griechische Buch- 
staben für die Glieder nur bei Elementarreihen verwendet werden. Es ist 
also 7,. 2,. ete. eine Elementarreihe. 

I. Lehrsatz. Ist sowohl a,. a,. ete. als auch 5b,. b,. ete. eine Zahlen- 
reihe, so sind auch +5. &-+b,, ete.. ferner a, —b,. a,—b,. etc. und a.b,. 
a,b,. etc. Zahlenreihen. 

Beweis Es ist 


(a,+b,\—(a,,,+b,.,) = (a,-a,,,\+t(b,—b,.,). 


„ 


wenn die oberen Zeichen zusammen gehören und ebenso die unteren. Dieser 
Ausdruck wird mit wachsendem » beliebig klein. da die a und die b eine 
Zahlenreihe bilden, also ($. 1. Def. 1) a,—a,., und 5,—b,,, mit wachsendem 
» beliebig klein werden. 

Aehnliches gilt für 

a,b,—a,.,b,., = a,(b,—b,.,)+b,..,(a,—a,.,). 

da a, und Ö,,, unter einer endlichen Grösse bleiben ($. 1, Foleg.). 

2. Lehrsatz. Unter den Voraussetzungen des ersten Lehrsatzes. und 


wenn noch ausserdem die a keine Elementarreihe bilden. ist auch 


Bl ang 
a ' A 0” 
eine Zahlenreihe. 
Beueis. Es ist 
b, D.,. BR b.G.ı, — 0, D,ı, b. (au, — a,)+a,(b„—b 
A re a,4,:, uch en ,,v 


Da der Zähler des Ausdruckes auf der rechten Seite mit wachsendem n be- 
liebig klein wird. der Nenner aber über einer von Null verschiedenen Grösse 
bleibt ($. 1. Folg.). so wird auch die linke Seite mit wachsendem » beliebig klein. 
3. Definition. Zahlenreihen a,. a,. etc. und b,. b,. etc. heissen nur 
und immer gleich, wenn die Zahlenreihe a,—b,. a—b,. etc. eine elementare ist. 
3. Lehrsatz. Alle Elementarreihen sind einander gleich, und umgekehrt 
ist eine Elemeniarreihe keiner anderen Zahlenreihe als einer elementaren gleich. 
Beweis. Sind «, und „ Glieder von zwei Elementarreihen. so sinkt 


e,—n, mit wachsendem » unter jeden Grad der Kleinheit. Es ist daher 


n In 
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&— 7, &8—9,, etc. eine elementare Reihe, also ($. 1, Def. 3) wirklich die 
Elementarreihe &,. &. etc. gleich der anderen n,. n,, etc. 

Eine nicht elementare Reihe mit dem »!” Gliede a, kann aber nich! 
gleich der elementaren mit dem n!*u Gliede e, sein. weil a,—e, mit wachsen- 


dem » über einer angebbaren Grösse bleibt ($.1. Folg.). 


$.2. Einführung der allgemeineren Zahlen oder Zahlzeichen. 


Forderung. Einer jeden Zahlenreihe ein Zeichen hinzuzufügen. 
Man führt als Zeichen die Reihe selbst ein, diese in eckige Paren- 


thesen gesetzt. so dass z. B. das zur Reihe a, b, ec, etc. gehörende Zeichen 


a.b.e, etc ] ist, 
I. Definition. Allgemeinere Zahl oder Zahlzeichen heisst das zu einer 


Zahlenreihe gehörende Zeichen. 

2. Definition. Zahlzeichen heissen gleich oder sind vertauschbar, wenn 
sie zu gleichen. ungleich oder nicht vertauschbar, wenn sie zu ungleichen 
Zahlenreihen gehören ($. 1. Def. 3.). 

Bezeichnung. Sind |a, b, ete.] und [a’, b’, ete.] einander gleich, so wird 
dies durch |a, b, ete.] = [a', b’, ete.]. oder durch [a’, b', ete.] = [a, b, etc.] be- 
zeichnet. 

Abkürzung. Als Zahlzeichen, welches zu einer Zahlenreihe gehört. 
deren Glieder mit den gleichen kleinen Buchstaben gebildet sind, soll auch 


der 


entsprechende grosse genommen werden können, daher als Zeichen von 
'a,.a,.ete.] auch A, von [7,, 72. ete.] auch H. 
Festsetzung. Das Zahlzeichen, welches zu einer Zahlenreihe gehört, 
nur gleiche Glieder a enthält, sei die rationale Zahl a selbst. 
I. Folgerung. Es ist also ($. 2, Bezeichn.) 
ae VEaR Tan ne Er u 


‚dd, d, d, ...I; = 4. 


.. 


I. Lehrsatz. Das Zeichen jeder Elementarreihe ist 0. 

Beweis. Alle Elementarreihen sind gleich ($. 1, Lehrs. 3). also sind 
die Zeichen aller Elementarreihen gleich ($. 2, Def. 2). also gleich dem Zeichen 
(0,0,0, ete.), also ($.2, Folge. 1) gleich Null. 

Erläuterung. Man rechnet nicht mit Zahlenreihen, sondern mit Zahl- 
zeichen. Die Rechenoperationen werden unten ($. 3) durch die Zahlenreihen 
definirt, und zwar so definirt, dass sie die bekannten Resultate für rationale 
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Zahlen liefern, wenn die Glieder a,. a,. etc. sämmtlich gleich, also die Zahl- 
zeichen rationale Zahlen werden: die obige Festsetzung ist daher gestattet. 
3. Definition. Es heisst AB, wenn a,—b, von einem gewissen 
Werthe der Zahl » an immer angebbar positiv, und A<B, wenn a,—b, von 
einem gewissen » an angebbar negativ bleibt. 
Erläuterung. Das Gleichsein schliesst ein Grösser- oder Kleinersein 


aus. Ist nämlich A=D, so gehören die Glieder a,—b, einer Elementarreihe 


an; ist aber nicht A=B so gehören die Glieder a,—b, nicht einer Elemen- 
tarreihe an, bleiben also, absolut genommen, ($. 1, Folg. 1) über einer von 
Null verschiedenen Grösse, so dass dann entweder A>B oder A<B. 
2. Folgerung. Wenn AB, so ist auch B<A. 
2. Lehrsatz. Die Zeichen der beiden Reihen 
uni, . Sal unz 


(d,. d;,. etc.. A,s ü: b N 19 b 29 eic.. 


44 4 
sind einander gleich. 
Beweis. Die beiden Reihen sind einander gleich, da die Reihe der 
Differenzen 


Bi. U, 


a—b,. a, — b;. eic., a b “ b — 5,415 by n 


e ”e u 

eine Elementarreihe ist. ($.2, Def.2; $. 1. Def. 3). 
3. Folgerung.*) Ein Zahlzeichen bleibt ungeändert, wenn man von 

der Reihe, zu der es gehört, eine beliebige endliche Anzahl von Gliedern 


fortlässt. 


$.3. Rechnen mit allgemeineren Zahlen. 
1. Definition. A+B ist dasjenige Zeichen, welches zur Zahlenreihe 


($.1. Lehrs. 1) a +b,, &+b,. etc.. und AB dasjenige, welches zur Zahlen- 
reihe a,b,. a, b,, etc. gehört. Ist nicht A=0 ($.1, Lehrs. 2; $.2, Lehrs. 1), 


m 
so gehört — zur Zahlenreihe 
b, b, b, 
a ET 


*) Man ersieht hieraus, dass es genügt hätte, in das zur Reihe gehörende Zeichen 
nicht ihre ersten Glieder, sondern nur das allgemeine Gesetz aufzunehmen, so dass 
man als zur Reihe a, a,, etc. gehörendes Zeichen auch [a„] wählen durtte. Dies 
führt auf die auch sonst übliche Bezeichnung, indem man nur noch die Parentliesen 
mit Punkten vertauscht, und z. B. nicht, was erlaubt ist ($. 4, Beispiel), 4 = 
[0.1,0.11,0.111 ‚ete.], ER —0,lll... setz. Es wird übrigens im Folgenden 
die bis herige Bezeichnung überall beibehalten. 
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l. Folgerung. Ist AtB=C, oder Ab=(Ü, oder, vorausgesetzt. dass 
. Ü 
A nicht den Werth Null besitzt, ya D, so hat man resp. 




















a.+b;+n.= 6; a,b, +n.=6.: —+n,=b 
A, 


n*® 


Umgekehrt folgen aus den letzten drei Gleichungen die ersten. 
Folgerung. Es it AH = A. 


3. Folgerung. Das Zeichen, welches zu —a,, —a,, etc. gehört, ist 


Anmerkung. Man i 


4 


t überein gekommen. —A statt O— A zu setzen; 


man rechnet mit — A so, als ob der vollständige Ausdruck, den es vertritt, 


2. Definition Zahlıwrerth oder absoluter Werth eines Zeichens A ist 


das Zeichen. welches man erhält. wenn man statt der a in der Reihe ihre 


irsatz. Wenn A+B=C, oder Ab=( und dann nicht zugleich 
ER ee 
resp. A=ÜUFB oder 5b= Kar 


ersten Falle ist ($.3, Folg.1) a,+5,+n,=c,, folglich 


ph 

zz 
_ 
« 
« 

- 





a tn ta, etc] = [a Fb, Fb, etc. 


_ Zu # Pr 


Def. 1: $.2, Lehrs. 1) A+0 oder ($.3. Folg. 2 
CA. Der Bewei 


im zweiten Falle wird ähn- 


nn 


x » > yı u; y. > “ .0o0Y% / " .y 7 I a ; vı?ry 
a) > v i ui Ci i adlıy E III CL AK cu n 


I. Definition. Giebt es für (rationale) Zablen a,. a,, etc. eine (ratio- 
] nr : 


Zahl A von der Beschaffenheit. dass A—a, mit wachsendem » unter 


j h sink no heisst W di Tranze de 
aneebbaren Werth sinkt, so heisst A die Grenze der a. 





irsafz. 


Besitzen die Glieder der Zahlenreihe «a,. a.. eic. eine 







Nach dem Begriffe der Grenze ($. 4, Def. I) bilden die Glieder 


v) ri )i 
l—a. U-a,. N-a,, 


‚lementarreihe. deren Zeichen Null ist (8.2, Lehrs. 1). Dieses ist aber 


7 
AH: 






auch 


A. A, et 
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=) 
ge 


also ($. 2, Festsetz.) gleich Y— A. Hieraus folet in der That 
BL fe, 0, 9 » 81. 


Beispiel. Da die Brüche 0.1. 0.11, 0.111, ele. der rationalen) Zahl 


} beliebig nahe kommen, so ist (Man vgl. die Bemerkung zu 8.2. Folge. 3 
N 0.1. 0.11. 0.111. ete. 


2. Definition. Von Zahlzeichen Ü,. O©,. ete.. Ü,. etc. sapt man. dass 
sie mit wachsendem » unter jeden angebbaren Werth sinken. wenn für jedes. 
von Null verschiedene, Zahlzeichen D ein solcher Werth von » existirt. dass 
für dieses » und alle positiven ganzen Zahlen vr der Zahlwerth von € $.3. 
Def. 2) kleiner ist ($ 2. Def. 3) als der von D. 

Folgerung. Ist dies für jedes D der Fall. so tritt es auch für jede 
rationale Zahl d ein, indem eine rationale Zahl ein specieller Fall des Zahl- 
zeichens ist ($. 2, Fests.). Aber auch umgekehrt: tritt es für jede ralionale 
Zahl d ein. so ist es für jedes Zahlzeichen D der Fall. Soll es nämlich für 
ein bestimmtes D eintreten. dessen Zahlwerth gleich |d,. d,. ete.) und nicht 
Null ist, so dass also auch d, angebbar über Null bleibt, so giebl es eine po- 
sitive rationale Zahl d, die kleiner ist als alle Zahlen d, von einem bestimmten 
m an. Sinken nun die Zahlwerthe der C,., unter d, so dass. wenn ein solcher 
Zahlwerth durch [e,, e,, ete.] dargestellt wird, d—e, mit wachsendem m immer 
positiv bleibt, so wird. da d,„ >>d, auch d„—c, positiv bleiben. Es genügt 
also, wenn das Criterium für die rationalen Zahlen D erfullt ist. 

3. Definition. Ist A ein bestimmtes Zahlzeichen, und sinkt A—D, mil 
wachsendem z unter jedes angebbare Zahlzeichen. so heisst A die Grenze der B. 

2. Lehrsatz. Das Zahlzeichen A ist die Grenze der Glieder a der 
Reihe, zu welcher es gehört. 

Beweis. Man hat zu zeigen ($. 4. Def. 3). dass A—a, unter jedes 
angebbare Zahlzeichen, also nur ($.4, Folg.). dass es unter jede rationale 
Zahl d sinkt. Nun ist A—a, gleich 

fa, —a,, -a,, etc., a,—a,. a,.,—a,, etc. ]. 
oder ($. 2, Lehrs. 2) gleich 
la,.,—a,, 4,2—4,, 
Nimmt man » hinreichend gross, so bleiben in dem vorstehenden Ausdrucke 


die einzelnen Glieder der Reihe unter d, also liegt das Zahlzeichen unter 
[d,d,d, ete.], d. h. unter d. 


2” 
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$.5. Die irrationalen Zahlen beliebiger Ordnungen. 


Bezeichnung. Die allgemeineren Zahlen, wenn sie auch in besonderen 
Fällen rationale werden, sollen irrationale Zahlen erster Ordnung heissen. 
Wie aus den rationalen Zahlen diese Irrationalen erster Ordnung A gebildet 
wurden, so lassen sich aus diesen wiederum Irrationale zweiter Ordnung A’, aus 
diesen Irrationale dritter Ordnung A”, etc. bilden. Die Irrationalen m + 1! 
Ordnung werden durch A" bezeichnet. 

Irrational, ohne Hinzufügung der Ordnung, steht dem Rationalen gegen- 
über. Dass irrationale Zahlen existiren. dass also nicht alle Grössen A” 
rationale Zahlen sein können, wird im Abschnitte B, $. 3, Folg. 2 gezeigt. 

Lehrsatz. Die Irrationalitäten m+?r'” Ordnung sind keine neuen, 


sondern stimmen mit denen erster Ordnung überein. 
Beweis*). Es sei 
At» ren EA”, A”, A), ” EN} 


Ferner mögen @,, @, qa,., etc. rationale Zahlen vorstellen. die resp. unter 


A”), A”), A$”, etc. liegen, und sich von diesen um weniger als resp. 1, }, 
!, ete. unterscheiden. Heisst das zu a,, @;, a,;, etc. gehörende Zeichen, 
welches also eine irrationale Zahl erster Ordnung ist, A, so wird A") — A 


das Zeichen einer Elementarreihe oder Null, d.h. es ist A"+" gleich A. 


B. Ueber Functionen. 


.1. Funetionen im allgemeinen. 


Definition. Kinwerthige Function einer Veränderlichen x heisst ein 
Ausdruck. der für jeden einzelnen rationalen oder irrationalen Werth von x 
eindeutig definirt ist. 

Erläuterung. Der Werth der Function für einen irrationalen Werth 
der Veränderlichen darf also nicht so definirt sein, dass er von der speciellen 
Zahlenreihe abhängt, durch die gerade jener irrationale Werth gegeben wird, 
er muss vielmehr derselbe bleiben, welches von den gleichen Zahlzeichen auch 


zur Feststellung des irrationalen Werthes x gewählt war. 


*) Es wird vorausgesetzt, dass man die Irrationalitäten höherer Ordnungen 
ebenso behandelt, wie ım Früheren die erster Ordnung behandeit wurden. Dann 
ergeben sich ganz ähnliche Beziehungen, die ich hier ohne weiteres voraussetze, da 
ihre Entwickelung wesentlich eine Wiederholung des Früheren sein würde. 
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1. Lehrsatz. Jede ganze Potenz von x ist eine einwerthige Function. 

Beweis. Es sei irgend ein bestimmter, rationaler oder irrationaler 
Werth von x, der A heissen möge, sowohl durch |x,. x,, ete.] als auch durch 
das demselben X gleiche Zeichen |y,, y., ete.] gegeben, *) so dass also (A, 
$.2, Def. 2) &,—yı, 2, —y,, etc. eine Elementarreihe »),, 7, ete. bilden. Nach 
m maliger Multiplication von X mit sich selbst (A, $. 3, Def. 1) wird erhalten resp. 

[ar, a7, ete.], [yr, y7, etc], 
welche Zahlen übereinstimmen, da ihre Differenz 
(2, +m)"—-a (2+4n)"— x, etc. ] 

das Zahlzeichen einer Elementarreihe ist. 

Folgerung. Jede sogenannte ganze Function von x ist eine Function 
von X. 

2. Lehrsatz. Es sind sinz und cosxz Functionen von . 

Beweis der ersten Behauptung. Als Erklärung von sinz gilt die be- 
kannte Potenzreihe, was man so fassen muss, dass sinz das Zeichen ist, 
welches der Zahlenreihe 


x’ ? 5 


2, 8- <-+707: etc. 
angehört. Jedes Glied, wie weit man auch geht, ist eine ganze Function 
von x, hat also, unabhängig von der Entstehung von x, einen völlig be- 
stimmten Werth. Sind die Glieder der Zahlenreihe vollständig bestimmt, so 
ist es auch das zu ihr gehörende Zeichen, nämlich sin. 

Anmerkung. Es sollte hier kein Mittel gegeben werden, sinz für einen 
irrationalen Werth von x, etwa durch Annäherung, zu berechnen, indem man 
Näherungswerthe sinz,, sinz,, etc. bildet, wo &,, x,, etc. Glieder der Zahlen- 
reihe für den irrationalen Werth vorstellen. Bisher wurde hier noch nicht ein- 
mal untersucht. ob der Sinus dieses Werlhes mit sinxz,, sinz,,. etc. zusammen- 
hängt. (M. vgl. B, $.2, Erläut.. Wie eine irralionale Zahl eine völlig 
bestimmte Bedeutung besitzt, so kommt auch dem Sinus jeder Zahl eine solche 
zu, — nur dies ist bisher bewiesen. Es hat also einen Sinn, wenn man von 
der Summe einer Fourierschen Reihe, in welche man eine endliche Function 
entwickelt hat, auch an den Sprungstellen handelt. Der Einwand, dass ein 





*) Nach den im $. 5 angedeuteten Erweiterungen wird man unter den Grössen 
x und y nicht mehr rationale Zahlen verstehen müssen; sie können auch sämmtlich 
oder theilweise irrational sein. Da das Folgende nur von Functionen handelt, die 
einwerthig sind, so wird es überflüssig sein, diese Bezeichnung jedes Mal hinzuzufügen. 
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Werth dort nicht existire, wenn die Abseisse. durch z getheilt. eine irralio- 
nale Zahl ist. konnte nur so lange als berechligt gelten. als man den Irratio- 
nalitälen nicht eine selbständige Existenz beilegte. (Durch die numerische 
Berechnung der Summe wird man sich übrigens bei Berücksichtigung einer 
geringeren Anzahl » von Gliedern dem Mittelwerthe. bei einer beliebig grossen 
dem Werthe vor oder nach dem Sprunge nähern. Die Annäherung an den 
werih kann man durch ein grösseres » nur dann vergrössern. wenn man 


, 


menu nalao - = 5 BE ©. ns + a 
die Aarliis IrTallonaie Abscisse einen sSoichen Tatlionaien Y erin geselz! 


I 


u . n Pr EN yy N‘ ‘ Inar 11 . 2 I; on a i 
er dem wahren Werthe derseiben hinlänglich nahe kommt). 


e ii 5 


4 4 r u . a . ” * » * “ . 2 . * P- 
i Hepmıion Eine Function f x heisst bei einem bestimmten einzelnen 


ii u, > , ze I y 4 = - I ) | 2 5 ) . _ 
Y} A I X CH nlınmırlich . wenn. iuI Iede nocn So kleın Tevednene (srösse 
J - - 


j ER PR ; Da ET e ) . y “ ' . DER ı f - 
eiln« In“ c pvsi ve Zahl } von solcnel Beschaffenheit eXlstifi. G4>> IUl 
(Yafhoce ö lin Llainar co ch} In» 7: 4 @8 j 
sitive (arösse 7, die kleiner a.s n, ist. der Zahlwerth von f AÄHtı / A 
\, Sn t 
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Bi gerung Zw el [ uncilonswerine Iui Argumente tz. weicne Zwiscneil 
ın ng a 
\ nd A—-nr lieren. KOUNER SIEH LOCNHSiens um ZE unierscheiden 


= ‚ii „in 


Frläut: rung Eine Function ist nur ein Argregat von einzelnen Werthen 


» 


A, $.1, Def.): ein Zusammenhang zwischen denselben. so dass ein Werth 
sich aus den Werthen in der Umgebung ergiebt. wird erst durch die Conti- 


- 


Il. Lehrsatz.”) Ist eine Function fx) bei r=X continuirlich, so 
tıı m . I & I, 1 . nn s . » tn 1: I - nu ä I - + r 1 zn 
ien für jede Zahlenreihe 2, ZZ, eic.. die das Zeichen X besitzt. auch 


r. 


‚fx... elc. eine Zahlenreihe mit dem Zahlzeichen f X): und umgekehrt, 


sa 


on An Sad Tahlomnaih . . En des Rp m an anch 
wenn iur jede Zahlenreihe 2, Tı,. eic.. die das Zeichen X besitzt. auch 


r + r» tn 7 ah 4, wa ı t ı1n ‘ 37 N in Hılrt 2 en ' + - 

Er’s I2,. eic. eine Zahlenr: ine mil dem Zeichen [ Diiden. So I1Si / 4 
z—= X continuirlich. 

{ Satz. dass dıe Function nur und ır r contin °h ıst, wenn f(X)—f(r, 

f ei‘ X beliebig klein wird, mit seir Beweise, entlehne ich dem 
” \ y t . bi \ \ 

Herrn { Während ı mich hier auf Functionen mit eıner eränderlichen be 
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Beweis. Erstens. Jede Zahlenreihe r,. ©,. ete. lässt sich mit Hülfe 
einer Elementarreihe als X+n,. A-+n. ete. darstellen. Ist nun die Funetion con- 
tinuirlich, so werden für jede gegebene Grösse & (B, 8.2, Def. 1) die Glieder 
der Reihe n,. »». ete. unter , herabsinken. so dass. von einem g„ewissen 
Werthe von na an. \ A+n)— fIA). d.h. fir,)—fiA) nicht mehr « über- 
schreitet. Diese Differenz ist. da man & beliebig klein nehmen kann. das 
allgemeine Glied einer Elementarreihe. {m )-fi A) fi n)— fiA). ete., deren 


Zahlzeichen daher Null wird. Andererseits ist es auch (A. 8.3. Def. 1) gleich 
If(a,), f(a.), ete.]—f(A), 
wodurch der erste Theil bewiesen ist, nämlich die Gleichheit 


fiX) = [f(aı), fi®.), ete.]. 
Zweitens. Erfülll nun die Function die vorstehende Bedingung. welche be- 
saet, dass für jede Zahlenreihe r,. x;. ele. ohne irgend eine Ausnahme, deren 
Zahlzeichen X ist, fa, —-fiA). fio)—fiA). etc. beliebig klein werden, so 
folgt daraus ihre Continuität. Würde nämlich, wenn man eine bestimmte Zahl 
& festhält (B. 8.2. Def. 1), wie klein man auch eine Zahl >»), nimmt, niemals 
die Bedingung der Continuität erfüllt sein. würden also noch immer Werthe 
„ unter n, exisliren,. für welche \A+n)—f{X) über & bleibt, so sei für 
irgend eine Grösse von n, ein solcher Werth von n (unter diesem ,), für 
welchen obige Differenz nicht kleiner als & ist, gleich »/. Für einen halb so 
erossen Werth von 7, möge die Differenz bei 7 =» nicht kleiner als & sein; 
für ein n, gleich der Hälfte des früheren (dem Viertel des ersten) möge dies 


Ei 


bein=n geschehen, u. s. fE Da die Werthe von n, eine Elementarreilhe 


4 
[22 


bilden. so ist dasselbe mit (den kleineren) 7’, 7’, /, ete. der Fall; es würden 


also X+7,X+n", etc. eine Zahlenreihe z,. z,. elc. mit dem Zeichen X 
vorstellen. ohne dass doch fiz,)—-fiA). f)—f(X), etc. unter & sinken 
seren die Voraussetzung. 

2. Lehrsatz. Eine continuirliche Function f(x) ist für jedes x bekannt. 
wenn sie für jeden rationalen Werth dieser Veränderlichen gegeben ist. 

Beweis. Es sei A eine irrationale,. durch die Reihe x,, ©,. r,, elc. 
gegebene Grösse: ferner mögen Y,. 9. %Y;, etc. rationale Zahlen vorstellen. 
die sich von &,. &,. 7;. etc. um weniger als 1, %, 4, etc. unterscheiden. 
Da die z von den gleichnamigen y nur um Glieder einer Elementarreihe ver- 
schieden sind, so ist auch (A. $.2, Def.2) X gleich [yı. 9, ete.). also (B. 
$. 2, Lehrs. 1) 
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fX) = [fyı). fy). ete.]. 


folglich bekannt. 
3. Lehrsatz. Jede ganze Potenz r” ist bei jedem einzelnen Werthe 
z=AÄ continuirlich. 
Beweis. Es sei wiederum Ä=_z,,r,.etc.], woraus folgt (A. $. 3, 
Def. 1 dass 
27 =. IE. 


sei. Dies ist aber (B. 


72) 


2. Lehrs. 1) die Bedingung der Continuität für eine 
Function f r = r” bei X. 

2. Folgerung. Jede ganze Function ist bei jedem einzelnen Werthe 
der Veränderlichen continuirlich. 

4. Lehrsatz. Es ist sinr bei jedem einzelnen Werthe r=X con- 
tinuirlich 

Beweis. Man hat nachzuweisen. dass sinr,. sinz,. etc. eine Zahlen- 
reihe bilden. und zweitens, dass das Zeichen derselben sinX ist. Beides folgt. 
wenn man gezeigt hat, dass die Reihe sinX—sinz,. sinX—sinzr,. etc. eine 
elementare ist. In der That wird aber sinX—sinzr, oder 





IxX-z,, Ä—r,- er, ete. | 


mit wachsendem » beliebig klein. 


- 


S.3. Eigenschaften continuirlicher Functionen. 

1. Definition. Eine Function fr heisst continwrlich von r=a bis 
r—=b, wenn sie bei jedem einzelnen Werthe r= X zwischen r=a und z=5, 
mit Einschluss der Werthe a und 5, continuirlich ist (B. $. 2, Def. 1): sie heisst 
gleichmassig continwirlich von r=a bis r=5, wenn für jede noch so kleine 
gegebene Grösse & eine solche positive Grösse r,, existirt. dass für alle posi- 
tiven Werthe n, die kleiner als n, sind, f e+n —f r' unter z bleibt. Welchen 
Werth man auch r geben möge. nur vorausgesetzt, dass z und r+n dem 
trebieie von a bis 5b angehören. muss dasselbe n,, das Geforderie leisten 

i. Lehrsatz. Jede ganze Potenz von r ist zwischen irgend welchen 
gegebenen Grenzen gleichmässig continuirlich. 

Beweis. Da r+n"—r”, jedenfalls unter dem Producte aus r und 
einer in den segebenen Grenzen festen Grösse bleibt. so lässt sich diese Dif- 

iein machen. 


. 


ferenz offenbar für alle r durch denselben Werth von r beliebie k 


Enz 
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1. Folgerung. Jede ganze Function ist zwischen beliebig gegebenen 
Grenzen gleichmässig continuirlich. 

2. Lehrsats. Besitzt eine (für jedes einzelne x) von a bis b conti- 
nuirliche Function f(x) für zwei zwischen a und 5 liegende Zahlen r—= x, 
und 2 = r, entgegengesetzte Vorzeichen, so verschwindet sie für einen da- 
zwischen liegenden Werth von ır. 

Beweis.*) Es mögen ,—r, =‘) und fir,) positiv sein. Man bilde 
nun die Zahlen 

0) 


U; I ne ns . T, = I; ” 4 “ ‚I. - I; + 


ww. 


( 
. 


I 


allgemein 


und zwar gilt, bei der Bildung von x,,, aus x, das posilive oder negalive 
Vorzeichen, je nachdem f\x,) das positive oder negative Vorzeichen besitzt; 
ist der Functionswerth f(z,) für irgend ein » Null, so bedarf der Satz keines 
weiteren Beweises, weshalb dieser Fall ausgeschlossen bleibt. 

Die Zahlen z,, ,. etc. bilden eine Zahlenreihe, da (A, $. 1. Def. 1) 
2,4, —7,, Wie aus den vorstehenden Gleichungen durch eine ganz elementare 
Rechnung hervorgeht, selbst im ungünstigsten Falle, wenn nämlich die Functions- 
werthe für z,_,, 7,, ele., z,;,_. sämmtlich dasselbe Vorzeichen besitzen, mit 
wachsendem » beliebig klein wird. Das Zahlzeichen dieser Zahlenreihe sei 
X; ich zeige, dass f(X) Null ist. 

Wäre dies nicht Null, so ist es eine bestimmte Zahl, die 4 heisse. 
Man bilde nun eine solche Grösse n,, dass f(X+n)—-f(X)<e (B, $.2, 
Def. 1). und nehme » so gross, dass &,, &,;ı, etc. sich von X um weniger 
als ,, unterscheiden, wodurch f(X) sich von f(z,). f(z.,ı), etc. um weniger 
als & unterscheidet. Dann ist die Differenz f(z,)—f(x,.,) kleiner als 2«. 
Nimmt man nun » so gross, dass f(z,) und f(x,,,) entgegengesetzte Vor- 
zeichen haben (dass dies immer erreicht werden kann, wird unten gezeigt), 
so leuchtet ein, dass f(x,) selbst kleiner als 2e, mithin f(X) kleiner als 3e, 
also nicht gleich 48 ist. 

Würde aber, wie gross man auch für ein bestimmtes » die Zahl v 
nimmt, f(z,;,) immer dasselbe Vorzeichen wie x, behalten, so sei x, diejenige 
Zahl der Reihe mit dem niedrigsten Index, von welcher an die Vorzeichen 





*) Es schien zweckmässig, selbst auf Kosten der Kürze, beim Beweise geome- 
trısche Anschauungen auszuschliessen. 
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Heine, 


der Funetion / x, nicht mehr wechseln. so dass sie also für z,, z,„.:. ete. 


dieselben bleiben. Da f x, und f'z,) entgegengeseizte Vorzeichen besitzen, 
so ist m wenigstens gleich 2; folglich haben sicher f(z„_,) und f(z,„) ent- 


gegengesetzie Vorzeichen. Bezeichnet « die positive oder negative Einheit, 
je nachdem f z,_, positiv oder negativ ist, so wird. nach diesen Voraussetzungen, 


rn. =2,.., Te)?" 2.,=z,-ed?'", 2,.3= 2,1002” „ede., 


i e ! 
T _ 1. = -—ad"mr(— 144444 + - 


— 4 7 i “ 2 4 Yu J 


Wit wachsendem sinkt die rechte Seite. welche das Zeichen von « besitzt. 


“ = . . -; . z . 
6% . * in eu, ı? Im zınnh „ı? 
Li CUXCi Iıraa uci kleinheit. 


 * 


u 7 


_ 


o- 


Zahlenreihe genau r, , wäre. Es würde das allgemeine Glied z, dieser 


Fi 


Zahlenreihe sich also z,_, beliebig nähern. und dabei hälte die ganz be- 
stimmte Grösse f r„_, das Zeichen von ea, f{r,) das entgegengesetzte. Dies 
"ontinuität von fr. nicht möglich. 
2. Folgerung. Sobald a eine positive ganze nicht quadratische Zahl 
esitzt die Gleichung z=—a=0 keine ganze, folglich keine ratio- 
Wurzel. Es hat aber die linke Seite für gewisse verschiedene Werthe 
von r entgegengesetzte Vorzeichen, also die Gleichung eine irrationale Wurzel. 
lierdurch ist bewiesen, dass nicht alle Zahlzeichen sich auf rationale Zahlen 
redneiren, sondern dass es auch irrationale Zahlen giebt. (A. $.5 
3. Lehrsatz. Eine Function f{r). die von r=a bis r=b so be- 
schaffen ist. dass zwischen je zwei Zahlen z, und r,. wie nahe sie auch 
gewählt werden, noch andere liegen, für welche f'r) verschiedene Zeichen 
esitzt. ist discontinuirlich. 
Beweis. Wäre sie continuirlich. so sei sie für einen bestimmten Werth 


x” rn Es 


von r rleich 22. Es lässt sich dann eine Grösse r. so bestimmen. dass 


nn. - P- 


fistn)-Tis)- 


w 


j 


eden Werth r unte 


j 


err.. Zwischen r=° und r=°-r, ändert f'r) das 
Zeichen. muss demnach dazwischen. für einen Werth 


B. 8.3. Lehrs. 2), so 


>, 


dass f sich von Null höchst 


in‘ 
je 
7 
e3 
nm 
De 
” 
| 
| 
® 
[er 
— 
D 
4) 


2: sein kann. 
4. Lehrsatz. Wenn die (für jedes einzelne r! von r=a bis zr=5 continuir- 
che Function fr) von r=a bis r=b.nie negativ, aber zwischen diesen Grenzen 
kleiner wird als jede angebbare Grösse, so erreicht sie auch den Werth Nell 
Beweis. Da f x für jedes bestimmte r auch einen bestimmten Werth 


en 


besitzt, so kann es für ein solches r nur dann kleiner als jede angebbare 


o dass das Zahlzeichen X der oben gebil- 
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Grösse sein, wenn es dort verschwindet. Es seien nun x, und x, zwei der- 
artige Zahlen, dass zwischen ihnen andere liegen, für welche fr) beliebig 
klein wird: behält man die Bezeichnung im Beweise des zweiten Lehrsatzes 
bei, bildet also Zahlen z,;. z,, etc. durch die dort angeführten Recursions- 
formeln. in denen über die Wahl des unbestimmt gelassenen Vorzeichens 
noch das Nähere angegeben werden soll, so könnten zunächst x = r,. oder 
r=ı,, ele.. 2=rr,, solche Stellen sein, an denen f(x) beliebige klein wird. 
Dann verschwindet es aber an diesen Stellen. wie aus dem Eingange dieses 
Beweises ersichtlich ist. und der Satz wäre bewiesen. Es handelt sich also 
nur noch um den Beweis, wenn die Function weder für x,. noch für v,. ete. 
verschwindet. wie viele von diesen Zahlen man auch bilden möge. 

Die Zahlen x, für welche f(x) beliebig klein wird. sind entweder 
erösser als ,. oder kleiner als z,, oder zum Theil grösser. zum Theil 
kleiner. Im ersten Falle bilde man x, aus x, mit Hülfe des positiven Vor- 
zeichens. im zweiten mit dem negaliven. im dritten. wie willkürlich festgesetzt 
wird. mit dem positiven. In ähnlicher Art wird x, aus x, gebildet. u. s. f., 
so dass eine Zahlenreihe z,. z,. ete. mit dem Zahlzeichen X entsteht; ich 
zeige, dass f{X) Null ist. 

Wäre es nicht Null sondern 3e, so bilde man, wie im zweiten Lehr- 
satze. 7, und nehme » so gross wie dort, d. h. so gross, dass x,, z,.,., etc. 
sich von Ä um weniger als », unterscheiden. Sind nun x, und x,,, Werthe, 
zwischen denen Zahlen x liegen, für welche f(x) beliebig klein, z. B. <e, 
wird. so kann f{X). welches sich von allen Zahlen f x), we A, <e <NX-+n,, 
um weniger als & unterscheidet, höchstens 22 und nicht 3e sein. Würde 
es aber kein » geben. würde man also von x, an immer zu grösseren oder 
immer zu kleineren Werthen x,;,. X,;.. etc. gelangen, so sei x,„ das letzte 
von den zu bildenden x, welches resp. einen kleineren oder grösseren 
Werth besitzt, als das vorhergehende; #,;,,ı, %„..2, etc. sind dann sämmt- 
lich resp. grösser oder kleiner als x, und bilden eine wachsende oder 
abnehmende Reihe von Gliedern, welche aber immer unter oder über 
x”._ı bleiben. Man findet durch dieselbe Rechnung wie bei dem zweiten 
Lehrsatze in dem entsprechenden Falle, X=x,_,. Während f{X)=f x,„_,) 
einen bestimmten Werth 3e besitzt, würde daher f(x) beliebig klein sein 
müssen für Werthe x, die beliebig nahe an z,„_, liegen, nämlich zwischen 
X=r,_, und x,, wie gross man auch » nimmt. Dieses ist aber, wegen 


der Continuität von fir), nicht möglich. 
24 * 
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3. Folgerung. Wenn eine (für alle einzelnen Werthe) von 2=a bis 
x = b continuirliche Function nicht überall gleiche Werthe besitzt, so erreicht 
sie für einen bestimmten Werth von x ein Maximum und ebenso ein Minimum. 
5. Lehrsatz. Wenn die von z=a bis x=b (für alle einzelnen Werthe) 
continuirliche Function f(x) für jeden einzelnen Werth, der zwischen a und 
einer rationalen oder irrationalen Zahl X liest, wo «<< X<Zb, wie nahe 
man auch X kommt, nicht positiv. über X hinaus aber positiv wird, so ist f(X)=0. 
Beweis. Es sei x,. x,. etc. eine Zahlenreihe für X, deren Glieder 
sämmtlich unter X liegen sollen. Dann wird 
fiX) = [fiz), fir.), ete.] 
nicht positiv; negativ kann es wegen der Continuität von f(x) unmöglich sein, 
weil es dann einen bestimmt angebbaren. von Null verschiedenen negativen 
Werth besässe, während f x) selbst für den kleinsten Werth, der z grösser 
als X macht, nach der Voraussetzung. positiv ist. Es bleibi daher nur übrig, 
dass {X Null ist. 
6. Lehrsatz. Eine von r=a bis z=b (für alle einzelnen Werthe) 
continuirliche Function f(x) ist auch gleichmässig continuirlich. (B. $. 3, Def. 1). 
Beweis. Bezeichnet 3e eine beliebige Grösse, so existirt eine solche 
Zahl, dass von e=a bis zu ihr hin f(x) — fa) absolut <= 3e ist. Ein Werth, 
der dies leistet, ist der grösste und macht zugleich f(@&)—f(la)—3e=0. (B, 
$. 3, Lehrs. 5). Dieser Werth sei x,. In ähnlicher Art findet man eine Zahl r; 


als die grösste, welche bewirkt, dass von e=r, bis e=z, immer fz)—f z,) = 3: 
bleibt. So fährt man fort; kommt man nach einer endlichen Anzahl » von 
Operationen zu x, = b oder ündet, dass f(z)—f(xz,_,, vnz=z,_,bisz=b, 
noch nicht 3e überschreitet, so ist der Satz bewiesen. 

Es bliebe noch der Fall übrig, dass kein » existirt, dass also die 
Grössen z,. z,. etc. eine unendliche Reihe von wachsenden Grössen bilden, 
die unter b liegen. Diese Reihe wäre dann eine Zahlenreihe, deren 
Zahlzeichen X sei: hervorzuheben ist ihre Eigenschaft, nach der für jedes n 
die Gleichung besteht: fir,.,\—fiz,)=3e. Nun sei 7, von der Beschafien- 
heit, dass f{X) sich von f({X—r) um weniger als e unterscheidet, so lange 
"<_n,. Zwischen die Zahlen X—n, und X mögen von der obigen Zahlen- 
reihe x,, 2,;,, ete. fallen, so dass (B, $.2, Folg. 1) fix...) —-fix.) kleiner 
als 2: wäre, während es andererseits 3e sein müsste. Die zu Grunde liegende 
Annahme ist daher unmöglich, und die Function eine gleichmässig continuirliche. 


Halle, im October 1871. 
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Bestimmung der Anzahl involutorischer Elementen- 
paare einförmiger mehrdeutiger Gebilde. 
(Von Herrn Emil Weyr in Prag.) 


Bei vielen geometrischen Fragen, bei deren Lösung Verwandtischaften 
einförmiger Elementargebilde zur Anwendung gelangen, stellt sich die fol- 
gende Frage zur Beantwortung auf. 

„Wenn sich zwei m-n-deutige einförmige und gleichartige Elemen- 
targebilde auf einem und demselben Träger befinden, wie viel involutorischer 
Elementenpaare enthalten sie: d.h. wie viele Mal kommt es vor, dass sich die 
beiden Elemente eines Paares vertauschungsfähig entsprechen.“ 

Seien @,„. @, die beiden m-n-deuligen Gebilde, welche sich auf dem 


entsprechen 


ın 


gemeinschaftlichen Träger T befinden. Jedem Elemente von @ 
(algebraisch) » Elemente von @,, und umgekehrt entsprechen jedem Elemente 
des letzteren Gebildes m Elemente des ersteren. Zwei Elemente i, i’ bilden 
ein involutorisches Elementenpaar beider Gebilde, wenn jedem das andere 
entspricht, ob man nun jenes zu dem m-deuligen oder dem »-deuligen Ge- 
bilde rechnet. Diese Eigenschaft Iheilen offenbar auch die sich selbst ent- 
sprechenden Elemente beider Gebilde, d. h. die in der Zahl (m-+r) vorhan- 
denen Doppelelemente beider Gebilde. Ausser diesen Doppelelementen giebt 
es jedoch noch eine bestimmte Anzahl von eigentlichen involutorischen Ele- 
mentenpaaren, welche Anzahl zu bestimmen, der Zweck dieser kurzen Mit- 
theilung ist. 

Zwischen den Parametern &,, z, zweier entsprechenden Elemente der 
beiden Gebilde wird eine Gleichung: 


(1.) Fri...) =&'% 


bestehen, welche in x, vom m" und in x, vom z' Grade ist, und deren 
Grad somit (m+n) sein wird. Sind nun z,„, x, die Parameter der Elemente 
eines involutorischen Paares, und ist die Bedeutung beider Parameter die 
nämliche, so wird auch die Gleichung: 


(2.) F(z,, z,) = © 
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erfüllt sein müssen, welche man aus (1.) durch Vertauschung von z,„ und 
r, erhält. a 

Die den beiden Gleichungen (1.). (2.). von denen jede vom (m+n)'® 
Grade ist, gemeinsamen Wurzelpaare sind somit die Parameter der Elemente 
involutorischer Elementenpaare. Solcher. den beiden Gleichungen gemein- 
schaftlicher Wurzelpaare giebt es (m+n  —2mn, d. h. (m’-+n,). wie man 
sich leicht in folgender Weise überzeugen kann. 

Fasst man (1. und /2., als Gleichungen zweier Curven in der Ebene 
auf, bezogen auf ein und dasselbe System paralleler Coordinaten. so stellt 
jede der Gleichungen eine Curve (m-+n'* Ordnung dar. Die Curve (1.) hat 
jedoch auf der Axe 'z, einen unendlich weiten n-fachen. und auf der Axe 
r,) einen unendlich weiten m-fachen Punkt. Dagegen hat (2.) auf (z,, einen 
unendlich weiten m-fachen und auf (/z,; einen unendlich weiten »-fachen 
Punkt. Die beiden unendlich weiten Punkte der Coordinatenaxen gelten somit 
für 2m.» gemeinschaftlicher Schnittpunkte beider Curven. so dass dieselben 
im Endlichen noch weitere (m+n)’—2mn, d.i. (m’+n’) Schnittpunkte besitzen 
müssen. Die Coordinatenwerthe dieser Punkte sind die den Gleichungen (1. 
und 2.) gemeinschaftlichen Wurzelpaare. 

Unter diesen Wurzelpaaren sind jedoch auch die Parameter der (m+n 
sich selbst entsprechenden Elemente enthalten. denn es ist klar. dass wenn 


unter der Bedingung z,„=r, der Gleichung (1. genügt wird, gleichzeitig 


auch die Gleichung (2.) befriedigt sein muss. Es bleiben uns somit für die 
eigentlichen involutorischen Elementenpaare bloss (m +n)—(m+n), d.h. 
mm—i)+nin—1)] gemeinschaftlicher Wurzelpaare der Gleichungen (1.). 
2 Nun ist jedoch weiter klar, dass jedes involutorische Elementenpaar zu 


zwei gemeinschaftlichen Wurzelpaaren beider Gleichungen Veranlassung giebt. 
von denen das eine aus dem anderen durch die Vertauschung seiner Wurzeln 
hervorgeht. Denn ist z. B. r,, r, ein gemeinschaftliches Paar von Wurzeln. 
so ist auch r,, z,„ ein solches. Wir finden daher das folgende Ergebniss 
als Antwort für die aufgesteilte Frage: 

„Befinden sich zwei gleichartige einförmige und m-n-deutige Elemen- 
targebilde auf demselben Träger, so besitzen sie: 

![/m m—1-+-nn-!1 

involutorische Elementenpaare.“‘ 


Wir fügen noch den folgenden geometrischen Beweis des au 


if 
45 
“D 

l 


sprochenen Theorems bei. 
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Die m-x-deutigen Gebilde @,, @, mögen zwei m-n-deutige Punkt- 


[2 
systeme auf einem Kegelschnitte ©, sein. Die Verbindungslinien entsprechender 


mn 
(m-+n) 


der im-+n '" Classe und der ?mn'“® Ord- 
nung umhüllen, welche man wohl auch die Directionseurre der beiden Systeme 
nennen könnte. Dass diese Curve von der (m +)” (lasse sein müsse, folet 
schon aus dem Umstande, dass durch jeden Punkt von Ü, \m+n) ihrer Tan- 
genten gehen, nämlich erstens die m Geraden, welche den betreffenden Punkt 
mit den entsprechenden Punkten des m-deutigen, und dann die x Geraden, 
welche ihn mit den entsprechenden Punkten des »-deutigen Systems verbinden. 
Uebrigens ist es nicht schwer, einen directen Beweis dafür zu liefern. dass 


v.mn 


Punkte werden eine Curve 


durch einen beliebigen Punkt der Ebene (m+n) Tangenten von €", hindurch- 
gehen. Es kommt einfach darauf an zu zeigen, dass eine quadratische Involution, 
welche sich mit zwei m-n-deutigen Gebilden auf demselben Träger befindet. 
mit ihnen m 


») Elementenpaare gemeinschaftlich hat. 

Die Ordnung der Directionseurve finden wir, wenn wir die Zahl der 
Punkte bestimmen. welche sie mit dem Träger Ü, gemeinschaftlich hat. Zu- 
nächst sind die \m-+-n») sich selbst entsprechenden Punkte ebensoviele Berüh- 
rungspunkte der Direetionseurve mit dem Träger ©, und zwar aus demselben 
Grunde, aus welchem die beiden Doppelpunkte zweier projeelivischen Punkt- 
systeme auf €, die Berührungspunkte dieses Kegelschnittes mit jenem Kegel- 
schnitte sind, welcher von den Verbindungslinien entsprechender Punkte ein- 
gehüllt wird. Die (m+r) Doppelpunkte der beiden Systeme gelten somit für 


2/m-+-n) Schnittpunkte der Curven C,, 0 


nm. Nun giebt es aber im m-deutigen 
Gebilde bekanntlich 2m '»— 1) Verzweigungspunkte, d. h. solche Punkte, denen 
im r- deutigen Gebilde zwei unendlich nahe Punkte entsprechen. Durch jeden 
solchen Verzweigungspunkt gehen somit zwei unendlich nahe Tangenten der 
Directionseurve. so dass ein solcher Punkt als der Curve C,, angehörig 
betrachtet werden muss. Die Verzweigungspunkte sind also Schnittpunkte der 
Directionscurve mit dem Träger C,; ebenso sind die 2» 'm—1) Verzweigungs- 
punkte des »-deutigen Systemes ebensoviele Schnitipunkle der Curven C,. 
O7” ,,. so dass wir im Ganzen 
2 (m+n)+2m/'n—1)+2?n'm—1) = Amn 

gemeinschaftlicher Schnitipunkte erhalten. woraus hervorgeht, dass (/",, in 
der That eine Curve der 2mn'“ Ordnung sein müsse, da ausser den aufge- 
zählten keine anderen Schnittpunkte vorkommen können, 


Die Reduction der Ordnungszahl der Umhüllungseurve C,;”,, kann 


(m +) 
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nur von Doppeltangenten herrühren, für deren Anzahl z wir leicht, gemäss 
den Formeln von Plücker die Gleichung erhalten: 

m+n)(m+n—1)—?2r = 2mn, 
woraus folgt: 

z = 4[m(m—1)+n(n—1)]. 


Da nun jede Doppeltangente der Directionscurve ein involutorisches Elementen- 
paar der beiden Gebilde liefert, so haben wir durch obige Bestimmung der 
Anzahl der Doppeltangenten von neuem die Richtigkeit des von uns ausge- 
sprochenen Theoremes erhärtet. 


Prag, im October 1871. 
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Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 
(Von Herrn L. W. Thome.) 


E: sei 
d”y d” -1 m dm-—2 Y 
(1.) dem r Pı dırm 1 + Pa dam? + ie + Pu y=U 


eine homogene lineare Differentialgleichung, deren Coefficienten p in der 
Umgebung eines Punktes ©=a einwerthige analytische Functionen sind. 
In einem um den Punkt z=x, geschlagenen Kreise, worin diese Coefficien- 
ten allenthalben einwerthig und stetig bleiben, genügt nach dem von Hrn. 
Wererstrass gegebenen Grundsatze dieser Theorie (vgl. die Abhandlung des 
Herrn Fuchs: Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen mit verän- 
derlichen Coefficienten Bd. 66 d. J., S. 122) der vorliegenden Ditferential- 
sleichung eine und nur eine innerhalb des ganzen Kreises einwerthige und 
stetige analytische Function, die mit ihren m — I ersten Ableitungen im 
Punkte x, vorgeschriebene Werthe annimmt. Nimmt man nun ein Gebiet, 
worin die Coefficienten p einwerthig sind, so wird das vollständige Integral 
der Differentialgleichung ın demselben dargestellt durch den Ausdruck 
GYıt CoYya-+ "+ C,.Ym, wo die Grössen e Constanten, y, bis %,, linearunabhän- 


gige particuläre Integrale sınd, so dass eine Relation A, y,+kyys+—+k, y„ 0 


c 


mit eonstanten Üoefficienten zwischen denselben nicht besteht. Die Form 


eines solchen Fundamentalsystems linearunabhängiger particulärer Inte- 
grale in der Umgebung des Punktes =a, wenn in demselben nicht alle 
Coetficienten p stetig bleiben, hat Herr Fuchs gegeben (Bd. 66 d. J. 8.131). 
Derselbe stellt hierzu eine Fundamentalgleichung m“ Grades auf, deren 
Coefficienten von der Wahl ırgend eines Fundamentalsystems von Integralen 
unabhängig und deren Wurzeln w, bis w, alle von Null verschieden sind. 
Kommt eine Wurzel », dieser Gleichung einfach vor, so entspricht dersel- 
ben ein Integral des Fundamentalsystems der Form 
2) yaß—adhy, 


l . 
wo h=5-; logo. und g, eine in der Umgebung von z=a einwerthige 
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Anzahl enthalten dürfen. Die Bestimmung der Coefficienten p, bis p, die- 
ser Ditferentialgleichung geschieht dabei dadurch, dass das System von m 
linearen Gleichungen mit m Unbekannten aufgelöst wird, welches aus der 
Ditterentialgleichung (1.) durch Einsetzen der m linearunabhängigen partieu- 
lären Integrale der angegebenen Form entspringt. 

Man kann darauf ausgehen, Untersuchungen über solche Differen- 
talgleichungen anzustellen, dıe überhaupt unter ıhren Integralen auch der- 
artıge besitzen, dass ın ıhren aus den particulären Integralen (2.) und (3. 
linear mit constanten (oefficienten zusammengesetzten Ausdrücken die Ent- 


wickelunge n der einwerthig: N Fıunetionen . die nach Potenzen von V—(A 


fortschr: (ten ‚ Potenz: N mit negatıv N kxpon: nten nur ın « ndlicher Anzahl 


enthalten. Dies soll im Folgenden geschehen nach einer anderen Methode. 
als Herr Fuchs angewandt hat, die zugleich einen einfachen Beweis für die 
Ditferentialgleichung des Herrn Fuchs liefert. 


Was die Definition jener Integrale angeht, so hat man zu bemerken, 


dass eine analytische Funetion des Ausdruckes: 


worin die Grössen ce Constanten in endlicher Anzahl sind, je zweı der Ex- 


sıch nıceht um ganze Zahlen unterscheiden. die Potenzen 


ponenten 7,, ...7, 
von log (z—a) mit positiven ganzzahligen Exponenten nur ın endlicher Anzahl 
vorkommen und die Grössen g in der Umgebung von 2a einwerthig sind, 
demnach durch die Summe zweier Potenzreihen entwickelt werden, wovon 
dıe eine nach Potenzen von 2 — a mit positiven, die andere mit negativen 
ganzzahligen Exponenten fortschreitet, sich nur auf eine Weise unter dieser 
Form darstellen lässt. Wenn also dieser Ausdruck einem zweiten dieser 
Form gleich sein soll, so müssen auf beiden Seiten die nämlichen Functio- 
nen (z—a)’|log(z—a)]? mit den nämlichen Üoefficienten vorkommen. Die- 
ses ist bewiesen, wenn man zeigt, dass ein solcher Ausdruck nicht ıden- 
tisch Null sein kann, ohne dass jede der Grössen y gleich O0 ist, mithin die 
Coefficienten in der Entwickelung von 4%, die durch bestimmte Integrale 
reseben sind, verschwinden. Setzt man nun einen solchen Ausdruck 


je! 


gleich O und macht alsdann s—1 Umgänge um den Punkt z=a, so ist die 

Determinante dieses Systems von s in Bezug auf c,, ...c, linearen Gleichun- 

gen nicht identisch gleich 0, wenn nicht die Grössen g gleich O sind; woraus 
25” 
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folgen würde, dass ,=@==...c,=0 sein müssten. Diese Determinante ist 


nämlıch 
(—a)(7—a)”...(e—a)'D, 


IT 


wo D, wenn e""—w,...e”"=w, gesetzt wird, gleich ist: 


ui ei 
Pr ,*** at tun (log (2 — al y 


e) 


Wipr0 +-- Da Pe a log(z—a)—+ 27] f 


ms „s—1 q (2 \9., 1% 
wi ro -»- W, lust + g,,|log(2—a) + (s— 1) 2nı | f 
Wird D auf die Form gebracht: 


6.) Pt Pılog(r—a)—+ + P,[llog(r—a)), 


J 
wo dıe Grössen P,, ...P, einwerthig sind, so müssten diese einzeln ver- 


schwinden, wenn D identisch gleich Null wäre, weil sonst wegen der Viel- 


deutigkeit von log (z—a) die Gleichung P,+P;,z+--+P,r=0 unzählig 
viele Wurzeln hätte. P, ist aber gleich 
Bu Wer 


w, Ws w, 
Frofri- Fr,r: 
win: 


und da hier die Determinante nicht verschwindet, so müsste eine der 
Grössen g,.o: Yräs +++ Gr, gleich O sein, also einer derÜoefficienten der höchsten 
Potenzen der Logarıthmen in (5.) verschwinden, was gegen die Voraus- 
setzung ist. Ein Ausdruck der Form (5.) kann also nicht identisch gleich O 
sein, ohne dass die Grössen g gleich O0 sind. Damit ist alsdann zugleich 
bewiesen, dass die oben abgeleitete Gruppe (4.) linearunabhängiger Inte- 
grale und die übrigen in gleicher Weise gebildeten von einander linearun- 
abhängig sınd. 

Man kann demnach mittels der partieulären Integrale (2.) und (3.) je- 
dem Integrale der Differentialgleichung (1.) ın der Umgebung von z=a die 
Form des Ausdruckes (5.) geben und letzteres nur auf eine Weise. Wır 





w 
di 
ıh 
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wollen nun im Folgenden solche Differentialgleichungen untersuchen, unter 
deren Integralen der Form (5.) es welche giebt, wo die Functionen g in 
ihren Entwickelungen Potenzen von (@—a)” nur ın endlicher Anzahl ent- 
halten. Aus dem Umstande, dass der Ausdruck (6.) nicht identisch gleich 
Null sein kann, ohne dass die einwerthigen Coeffieienten P gleich Nl sind, 
ergiebt sich ein Satz, den Herr Fuchs (d. J. Bd. 68, S. 356) bewiesen 
hat. von dem wir Gebrauch machen werden, dass, wenn ein Ausdruck der 
Form 

V=(r— a) [+ ılog(— a)++-+y,(log(x— a))) 
worin die Grössen y einwerthig sind, die Differentialgleichung (1.) erfüllt, 
die alsdann die Form annımmt 

(z2—a)* } + Pılog@—a) ++ P,[log(@—a))?=0, 
auch (@—a)*P,=0 ist, oder dass auch («—a)“y,\, der Coefficient der höch- 
sten Potenz von log(z2—.a) in V, die Differentialgleichung erfüllt. 


5) 


-_. 


Ein Integral der Differentialgleichung 


dm Y am-ı 


(1.) dem +Pp: tt Pny=0, 


ın welcher die Coefficienten p in der Umgebung von z=a einwerthig sind, 





setzt sich aus den particulären Integralen (2.) und (3.) der Nr. 1 linear mit 
constanten ÜCoefficienten zusammen und nimmt nur auf eine Weise die Form 
des Ausdruckes (5.) in Nr. 1 an. Demnach muss jede in dem Ausdrucke 
des Integrals vorkommende Summe der Form 


aa) iyo+ yılog @-a) + +arllog@— a), 
dıe sämmtliche Summanden enthält, ın welchen sich die Exponenten der 
Potenzen von @—a nur um ganze Zahlen unterscheiden, für sich die 
Differentialgleichung erfüllen, und in dieser Summe der Coefficient der höch- 
sten Potenz des Logarithmus nach dem zu Ende des Nr. 1 angegebenen 
Satze des Herrn Fuchs ebenfalls. Hierin liegt der Satz: 

I. Hat die Differentialgleichung (1.) unter ıhren Integralen über- 
haupt eın solches, in dessen Ausdruck der Form (5.) ın Nr. 1 die Functio- 
nen g in ihren Entwickelungen Potenzen von («—a)" nur in endlicher 
Zahl enthalten, so hat sie auch eines der Form (c—a) y(x), wo y(x) ein- 
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werthug ıst und ın der Entwickelung nur Potenzen von «—a mit posi- 


Y 
tiven Exponenten enthalt. 
Daran schliessen sıch zunächst folgende Sätze: it 
ll. Hat die Differentialgleichung (1.) s linearunabhängige Integrale 
mıt Potenzen won (e— a)" ın endlicher Anzahl, und vst s die grösste Zahl 
solcher Integrale, die unter einander linearunabhängıg sind, wo also ic 
s—m ıst, so lassen sıch alle Integrale derselben Art durch diese linear 
mit constanten Coefficienten ausdrücken. Und umgekehrt, wenn sich durch 
s linearunabhängıge alle derselben Art ausdrücken lassen, so giebt es nicht 
mehr linearunabhängige, als s, weil man die ursprünglichen s durch 
eben so viele neuen ausdrücken könnte, und dann auch alle übrigen durch ww. 
letztere. 
Ill. Hat die Differentialgleichung (1.) s linearunabhängige Inte- 
grale der angegebenen Art, so hat nach ]. dieser Nummer eines die Form 
y=(t-a)y(8), | 
wo (2) nur Potenzen von x—a mit positiven Exponenten enthalt, | 
(a) von O verschieden ıst. Setzt man ın (1.) y=yı [zdı, so dass man dıe Ä 
/ ) fe renthia lg le sch ung | 


} und —— Ai 
fr l, dm 2 > 


(2.) dam-i TI m +7 In? = 0 
mit in der Umgebung von <=a einwerthigen Üoefficienten erhalt, so hat 
diese s—1 linearunabhängige Integrale genannter Art und umgekehrt. 
Denn sind die der Differentialgleichung (1.) 
er rn 
so sind die der Differentialgleichung (2.) 


d Un d Js. 
de y,’ dz y,' 
aus einer Relation 


d In. .—+c 0: Is da 


7 Yı 
mit constanten Coefficienten würde 
Ayıtay rt tcy=0V 
folgen. Und sind die der Differentialgleichung (2.) 
u 20 Ba, 


so sınd dıe der (1.) 
Yı yyı [Adr, ... YYı 2,_, de; 
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eine Relation mit constanten Coetficienten 
. T ] . ‘ — 
AYyıt ey +6 y—V 
ist nicht möglich, weil aus dieser 
d Ya 
Ca  —( 
"de y, Ka dı . 


folgen würde. 


2) 
OÖ. 
Wenn die in der Umgebung von z=a einwerthigen Coefficienten 
p der Differentialgleichung 


d"y am! Y 
(1.) Arm "np I drm—ı + + PmY —0 


. ihren Entwickelungen in endlicher Anzahl ent- 


a) 
(2 =a) 


ist, /(z) nur Potenzen mit positiven Exponenten enthält, wenn alsdann die 


Potenzen von (2— a) 


halten und die Coeffiecienten auf die Form gebracht sind, wo s>0 


gemeinschaftlichen Factoren @—a in Zähler und Nenner weggehoben 
sind, so werde der Grad des Nenners in p, durch n, bezeichnet, ın p, 


durch 7, ete., ın ?, durch a 


m’ 
Im Folgenden sind es die positiven ganzen Zahlen 


u t+m—1, a +m—2, ... Au-ıt |; Ans 
die eine wesentliche Bedeutung haben. 


Man hat hier zunächst den Satz: 

l. Wenn ın der Differentialgleichung (1.) mit ın der Umgebung 
von —a einwerthigen Üoefficienten die Üoefficrenten p, bis p„_, FPotenzen 
von (2 a)" ın endlicher Anzahl enthalten und diese Differentialglerchung 
überhaupt ein Integral hat, in dessen Ausdruck Potenzen von (e— a)" nur 
in endlicher Anzahl vorkommen, so enthalt der Coefficient p„ ebenfalls nur 
eine endliche Anzahl Potenzen von (a —a)' und zwar, wenn g die grösste 
der Zahlen um +-m—1l, a +m—2, ... m ıt1 bezeichnet, höchstens 
bis zu dem Exponenten g, wenn 9g>m, und höchstens bis zu dem Exponen- 
ten m, wenn 9m vst; also n„=g, wenn 9>m und n„=m, wenn 
gem ist. 

Die Differentialgleichung hat nämlich nach Nr. 2, I. ein Integral der 


Form (£—a)y(z), wo g(x) nur Potenzen mit positiven Exponenten ent- 
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hält, 4. (a) von O verschieden ist. Setzt man dieses in die Differentialgleichung 
ein und bringt dieselbe auf die Form: 


di y 
y 2 +Pı dam—1 + + Pr —1 Y— — Dans 


so sieht man sofort, dass p,„ Potenzen von («—a)"' nur in endlicher An- 
zahl enthält und der Grad des Nenners in p,„ der im Satze angegebene ist. 


4. 


Es soll jetzt zuerst untersucht werden, wie die ın der Umgebung 


von —a einwerthigen Üoefficienten der Differentialgleichung 
m m-—1 
a) 4m SI +... +pny=0 

beschaffen seın müssen, damit die Differentialgleichung nur solche Inte- 
grale hat, ın deren Ausdrücken Potenzen von (e—a)"' in endlicher An- 
zahl vorkommen. Es ist dies die Differentialgleichung, deren Form Herr 
Fuchs bestimmt hat (d. J. Bd. 66, S. 139, Bd. 68, S. 359), indem er das 
System von m Gleichungen mit den m Unbekannten p, bis p,„ auflöst, wel- 
ches man durch Einsetzen der linearunabhängigen particulären Integrale (2.) 
und (3.) in Nr. 1 erhält. Wir wenden hier die Schlussweise von m— | 
auf m an. Die Differentialgleichung (1.) hat unter der gemachten Voraus- 
setzung jedenfalls ein Integral der Form y,=(2—.a)’y (x), wo (x) nur Po- 
tenzen von <—a mit positiven Exponenten enthält, y(a) von O0 verschie- 


den ist. Setzt man y=yı [zda, so erhält man die Differentialgleichung: 
dm 1 » 


dm—2 > 
(2. ) dam-1 1 + g: dam? + + nV, 








wo 
IR Pe. RR 
4, ER dx TPıyıl 
'Im(m-1) a2 
=] = 5 25 I Hm-1)p, % / = tPp: 2: 
| m(m—1)...(m—r—+1) d’y, u = an Eriy, 
m i Bu rg dar .(r— Pı dar-i 








) Pı G£°% +. -+{m— ER Yı + P-Yı | 


Yyı ee: en d’2y, 
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Die Differentialgleichung (2.) mit einwerthigen Öoetficienten hat alsdann 
auch nur Integrale, in deren Ausdrücken Potenzen von (e—a)' nur in 


endlicher Anzahl vorkommen (Nr. 2, 111.). 


Die Differentialgleichung der Ordnung m= | 


dy 
(3.) ze +Ppıy=V; 
die von der vorgeschriebenen Art sein soll, muss nun nach Nr. 3, I. den 


/(«) 


Coefficienten p von der Form haben, wo f(x) nur Potenzen von 


z—a mit positiven Exponenten enthält. Diese Form von p kann man 
unmittelbar aus dem Ausdrucke des vollständigen Integrals der Ditterential- 
gleichung 
y= (Ve -/prdz 

wo Ü eine Öonstante ist, verificiren. 

Setzt man nun m==2, und sollen die Integrale der Differentialglei- 
chung (1.) die verlangte Eigenschaft haben, dann muss dieses auch für die 
gs (2.) stattfinden. Nun ist nach dem eben Bewiesenen 


g=m —- '+Pp — N n 


‚ wo ın f(@) nur Potenzen von 2@—a mit positi- 


ven ne vorkommen; daher ist p, von derselben Form gleich Aa) 


er 
I; (2) 


und dann muss nach Nr. 3,1. 9, die Form haben 7° —,;-, wo in f.(&) nur 
(7 a)? ) 2\ 
Potenzen von &—a mit positiven Exponenten vorkommen. 

Es sei jetzt bereits bewiesen, dass eine Differentialgleichung (m—1)'" 
Ordnung, deren Coeffiecienten einwerthig sind, und die nur Integrale der 
angegebenen Art hat, dıe Form haben muss: 

ar F de 2 r) m 3 m—1 
(4.) J gar NG ) $ + Fy(. Fi. + m (2) y=(, 
Am- -A d.e” (x a)? diem - 3 Be a) 1 

. N) . a) > h . 4 . 
wo in den Functionen F nur Potenzen von z—a mit posıtıven Exponenten 
vorkommen. 

Wir beweisen dies alsdann für die m“ Ordnung. Wenn die Differential- 
gleichung (1.) also nur Integrale der angegebenen Eigenschaft hat, so muss 
dies auch bei der Differentialgleichung (2.) der Fall sein. Diese hat als- 
dann die Form (4.). Aus den Ausdrücken der Üoefficienten g ergiebt sich 


hierauf, dass 
Journal für Mathematik Bd. LXXIV. Heft 3. I6 
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u rt | 
— gr 5) P: — (z—a)? , .e. » Pr—-ı (x aym 1 


sein muss, wo in den Functionen f nur Potenzen von x—a mit positiven 


£ (x m L 
5 1a), ade) 


Exponenten vorkommen. Nach Satz I. Nr. 3 muss dann 


2. J me) | 
(z2— a)” | 
sein, wo f(x) ebenfalls nur Potenzen von x—a mit positiven Exponenten Ä 


enthält. 

Damit ıst also für eine Differentialgleichung m” Ordnung (1.), die 
die vorgeschriebene Eigenschaft haben soll, bewiesen, dass die Coefficien- 
ten p Potenzen von (e—a)' nur ın endlicher Anzahl enthalten dürfen, 
und dass die in Nr. 3 definırten Zahlen 

7, + m— am (a= ir 


sen MUSSEN. 


ı). 


Die in den Nummern 2 und angegebenen Sätze und die in der vorigen 
Nummer angewandte Methode geben die Mittel, überhaupt Differentialgleichun- 
gen zu untersuchen, die unter ıhren Integralen solche haben, in deren Aus- 
drücken Potenzen von (2—a)" ın endlicher Anzahl vorkommen. Man 
kann anschliessend an den Satz ın Nr. 3 sofort folgenden allgemeineren auf- 
stellen: 

I. Wenn die Differentialgleichung 


d"y . dr iu | | vun 

(1 .) de” 4 l d.m-'! r RS. TPm y= u) 
deren (oefficienten ın der Umgebung von z=a einwerthig sind, in den 
Coefnerenten Pi, Pr, »-- Pa Potenzen von («—a) ' nur ın endlicher Anzahl 
hat, und wenigstens m—h Iinearunabhangıge Integrale, deren Ausdrücke 


I in endlicher Anzahl enthalten, haben soll, so müssen 


Potenzen von (C — a) 
die übrigen (veffierenten ebenfalls Potenzen von (e«—a)' nur in endlicher 
Anzahl enthalten, ferner, wenn von den in Nr. 3 definirten Zahlen 
mt+m—1, 8 +m—2, ... m tm—h 
dıe grösste 9g>m ıst, so müssen 
ya tm - h—1,.. at! m 9; 
WENN aber 4 <——_MmM ist, So müssen 
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ma tm—h—l1, ... 2. em. 
sein. 
Zu dem Beweise fangen wir mit einer Differentialgleichung an, worin 
m=h-+1l. Alsdann gilt der Satz nach Nr. 3. Nehmen wir ihn alsdann 
für die (m — 1)" Ordnung bereits als bewiesen und beweisen ihn für die 


m®. Die Differentialgleichung (1.) hat nach Nr. 2, I. wenigstens ein In- 





tegral von der Form y,=(2—a)y(x), worin p(x) nur Potenzen von 2 — a 
mit positiven Exponenten enthält, (a) von Null verschieden ist. 

Setzen wir y=y, [da ın (1.), so erhalten wır dıe Differential- 
sleichung 


n u m 2m 
am 2 d z 
* 


> | E une 
(2.) dm! . 9 dıem— 2 u T Im 4 u (). 


wo die einwerthigen Coefficienten g die ın der vorigen Nummer angegebene 
Form haben. Diese Differentialgleichung hat alsdann nach der über die 
Differentialgleichung (1.) gemachten Voraussetzung und nach Satz Ill. Nr. 2 
genannter Art. Die 
ın endlicher Anzahl; 


wenigstens m—1—h Ilinearunabhängige Integrale 
Coefficienten g, bıs g, enthalten Potenzen von (x—a) ' 
dasselbe findet demnach, da der Satz I. dieser Nummer für die (m — 1)“ 
Ordnung bereits als bewiesen vorausgesetzt wird, für alle Coefficienten q 
statt. Bezeichnet man die in Nr. 3 definirten Zahlen ,, ,, ete. bei der 


! ! 


Differentialgleichung (2.) durch 7,, ;, 2, und die grösste der Zahlen 
7, +(m—1)—1,...,+(m—1)—h durch g', so findet sich Folgendes: 
a) Die Zahl g bei der Differentialgleichung (1.) sei >m. 
Wenn aus der Reihe der Zahlen 
u Des . 1 +m—2, ... u Tr M— h 
zuerst 
u TM—c=g>m 
wird. so ist auch aus der Reihe 
a t+(m—1)— 1, 3 +(m—1)—2, ... 7, +(m—1)—h 
zuerst 
a. +(m—1) —c=g=g—1>m-—1. 
Da ferner der Satz I. dieser Nummer für die Differentialgleichung (2.) als 
bewiesen vorausgesetzt wırd, so sind 
u tm) —h—1, ... na—g. 
Daraus folgt, dass die Coefficienten p,, bis p„_ı Potenzen von (@—- a)" in 
endlicher Anzahl enthalten und 


26” 
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u tm—h—1, ... m atl=eg+1=g 
sind; und nun ergiebt sich aus Satz J. Nr. 3, dass auch p,„ eine endliche 
Zahl Potenzen von («—a)-! enthält und n,=g ist. 
b) Die Zahl g sei m. 
Man findet dann, wie vorhin, dass 
tm )—1, ... u + m—- 1) hzm—1 
sind und daher auch 
tm — D)—h—1, ... na Em—1: 
daraus folgt, dass 
n.tm—aı=m (a=1,2,..m |) 
ıst und nach Satz I. Nr. 3 auch n„=m. 
Damit ıst der angegebene Satz bewiesen. Aus demselben ergiebt sich 
unmittelbar der den folgenden Untersuchungen zu Grunde liegende Satz: 
ll. Wenn alle in der Umgebung von <=a einwerthigen Üoefficien- 
ten p, bis p,„ der Differentralgleichung (1.) Potenzen von (e—a)" in end- 
licher Anzahl enthalten und von den in Nr. 3 definirten Zahlen „--m—1, 
m t+m—2, ... 7. die grösste 9g>m ıst, wenn ferner aus der Reihe dieser 
Zahlen n,+m—h zuerst gleich g wird, so hat die Differentialgleichung 
höchstens m—h linearunabhangıge Integrale, ın deren Ausdrücken Poten- 


\ 


zen von (e—a)"' nur ın endlicher Anzahl vorkommen. 


6. 
In der Ditferentialgleichung 
d”"y u; 

(l .) dam +Pı dım- tt Pmny=0 
sollen die in der Umgebung von x==a einwerthigen Üoefficienten Poten- 
zen von (<—a) ' nur in endlicher Anzahl haben. Wenn alsdann von den 
in Nr. 3 definirten Zahlen m +m—1, ... m die grösste gm ist, so hat 
nach einem Satze, den Herr Fuchs (d. J. Bd. 66, 5. 148) bewiesen hat, die 
Ditterentialgleichung m linearunabhängige, also überhaupt nur Integrale, ın 
deren Ausdrücken Potenzen von (<—.a) ' ın endlicher Anzahl vorkommen. 
Wenn 9g>m ist und ,+m—h zuerst gleich g, so hat sie nach Satz 11. 
der vorigen Nummer deren höchstens m—.h linearunabhängige. 

Man kann nun zunächst immer die Differentialgleichung (1.), in der 
Pıs »-- P, willkürlich gegeben sind, und von den Zahlen „-+m—1,... 
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1„+m—h letztere die grösste ist und grösser als m, in den Coefficienten 
Paris + Pm SO bestimmen, dass sie wirklich m—h linearunabhängige Integrale 
jener Art hat. Dazu braucht man nur m— Ah Functionen der Form 
Ya —a) Ro), + -Ym (a — a)" fm (&) 

in die Differentialgleichung einzusetzen, worin die Grössen / in der Umge- 
bung von 2=a einwerthig und endlich und für 2==a von Null verschie- 
den, die Exponenten r keine positiven ganzen Zahlen kleiner als m—h—1 
sind und je zwei derselben sich nıcht um ganze Zahlen unterscheiden. 


Denn die Determinante 


dy, ER am a; > 

1 d.ır dr” h—1 
Aym—ı d” . 1y m—h 

Ym Rh d.r a d.c” kh—1 


ıst alsdann nicht identisch Null, weıl sie gleich 


on 
(2 — a)‘ -(m—h-1) be a (— am an (m (x 2 a" A)yım—h 2) „(2 — a)" 
Ü 


Ist. wo 


=hla) fila)..m-n(a) D 
und 
1 r ee rn, (n—1)..(r, m+h-+2) 1] vu ym—h-1 


2 = 
1 "mn ++ Ta (fe vl). (An „—m-+-h-+2) | | 


von Null verschieden ist. Die Coefficienten p,,, bis p 


m—h—1 
l T m Ah+>+» T m- h 


„ werden eınwer- 
thig, enthalten Potenzen von («—a)" ın endlicher Zahl, und es ist nach 
Satz I. der vorigen Nummer 7, +m-a<=g(a=1, 2, .... m); nach Satz Il. der- 
selben Nummer hat die Differentialgleichung nicht mehr linearunabhängige 


Integrale der genannten Art. 


Es giebt aber auch, wie in den folgenden Nummern gezeigt werden wird, 
Differentialgleichungen (1.), die die Bedingung, dass 7,+m-—h zuerst gleich 9>m 
wird, erfüllen und weniger als m—Ah linearunabhängige derartige Integrale 
haben. Wir wollen nun voraussetzen, dass ın der Differentialgleichung 
(1.) 9g>m und n,+m-—h zuerst gleich g seı, alsdann die allgemeine Form 
der linearunabhängigen Integrale der angegebenen Eigenschaft bestimmen, 
deren Anzahl s, falls überhaupt welche vorkommen, <m—.h ist. 
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Zunächst ergiebt sıch as den Satzen B, und III. der Nr > ass « 


’ orala pP + ol x lı; c { | { 
lıe 8 Integrale der angege henen Art, dıe die Differentialglei: hung 5 .) ie 
\r .) hat ter der Fr : d; saat 1 . u. . 
NT. z nal. unter del rm argestellt werden können: 
Yo yz=yı / sc. yy, (dr z da. + Y—y [dx z (ds 7 fu Jr 
wo > 
f r '# - E r wer 4 r # 
u.=!2 Ay'ıd.l: A / f 
/ı L) fı T. ) 4 ur L lo I); .» © T. (h ) ff, LT, Pr 
4 .. 1 (Im? . n n pP 4 nn . ri ’ . 
Ist in den \srössen ı nur tenzen von X£ a mit posiıtıven Exnonent 
4 , 4 
ae 
‚orkommen und 
87 f; / 
f f ‘ f 
fı\@) (all) +» ft, 
7 | = \ : f ” PL } | 2 2 
Oil ‚WUlll rerschieden ind. Naı h veschehener Intesration nenfm bs i 
reoraie die Form an: 
/ "if , En #, 2 
r— a) hp tflog(z- 0) +. + f,(llog(z— a) | 
. a 7 J > 77 
dıe (rrössen ’ın der Umgebung von I=4 eınWwerthiıg ind i 
vr r Pr y . io ro ‚ 2. Be a “ 1 1, v u ” “ j 
- ii. f asst man d1eje nıigen. worn die Exponenten r sıch bloss um sanze Zahl 
tar + y > den | ir >»yp (Zr > r £ Y y +) ar rıasınr - u Pr u 
Iinterscnelüen,. Zu eiilicl Fi Uppe zusammen. U) enteNndl 145 I1G 11126 iINnNIeoTal 
i J - 
| Zu En Bas . . BEN Dan l zo le r 
welches ın der Reihe Yı; Ya; ... Y; zuerst auftrıtft. Keinen L,osarıthm 18. 1) 
N ] a ee ‚ s £ a ’ A „r 4 } 24 
Anzani dei Integrale In dıeser zruppe seı gleich 4. Aus den Sätzen 
\r. ? ersıebt sıclh di dıe (rnnne (nrreh eır der Farr 
| Nr. = ergiebt SIcCh, dass diese LVruppe durch eine der Form 
— gr /I 4 j' — . ; " — / - ] ); ES on 
Bm A u [1 Y=Yyı [zdx, ..» Y, — Yi / d; u fa /AR ‚ / U leh 
rsetzt werden Kann, worın %4,,. 2, U 'ın der [ meepbung m Zau6 
werthıce sınd und Potenzen von T A ın endlıcher Anzahl e \Tnaute 
Die S+# (ruppe kann also an dıe Spitze der en ‚sp rechende (rue “ 
2 3 
, ’ 1 j 71 i 
[ | des Fundamentalsystems gesteltt werde 
W ir wollen dıe Form der Intesrale dıeser Gruppe jetzt eı der L)iite- 
7 } 1: RE >» mähon RE L a aan 
entialgleichun diesel Numme:ı naner untersuchen und naben daz ias- 
11 r 1 . - En. TC r N a‘ T yıy» MR „E :) } T = | >n 7 ) 
seine Verfahren anzuwenden, weiches Herr Fuchs d. 3. Dd. 80. 9. 140 
3 - . . 2 ” N wyy\ = ” "ya. - Y L u m ie Fi 
beı der Bestimmung der Form der Intesrale der von ihm untersuchten 


Km. U ee ug Ze Zn Er hraıı WE ° 
Differen ıalzleıchung vepraucnt 


x ; ER l 
Setzt man ın der Ditferentialgleichung i. 


- \» 





m ’ ı 
TU r d M : ' 


ı)\ ) ee. dee Sa ee 
He In Pı 7 n . Im au a 


„Th 
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wu 


vd 


m(m—1)...(m -a—1) RER. 


3 - r(r—1)...(i 
1»+2 & ( ı\ \ \ 
Bezeichnet man die in Nr. 3 definirten Zahlen 7 bei /2.) durch 7. 


# 


ıst. 
so ist von , +m-— 1 bis 7, die grösste zuerst ,+-m—.h gleich der Zahl 


; bei der Differentialgleichung (1.), und zwar ıst 


4 x 


I», (x 1) | »,(2 


n du U rd EEE 
Es muss nun, damit der Difterentialgleichung (2.) eine Entwickelung 


il 
”c 
— 5 0 ) u 
De — um Un \ uk k . 


wo « vo Null verschieden ist. [enuren kann. 


\ 
\n 
b) \s I — 
\ p 2 l — {| 
& N 7 
sel} 
7 } . i 
..® - y 0) | > 
‚ on ic % ( L ch “ iS — (rades 
x x %$ z x | 
ar _— — I, I X— (A u 
| | | ET) 
- % yN | .- 
- , . Ban ’ +1 
u ae <a en >Zz TERUE . ' 
[AH i % zz 
7 / ze U, 
. I 
Dan ' nürt der Exponent r ıı alte: 5: u 
rer Wnleichun c | cenuet aer EXponent n y=7—a)us es sel dıese 
Na Ds uf ®» \ — 


1 ars. 5 > - L - . . Bam }- n 1 ’ . 1 ] Rh .. 1 = , T I 
Wurzel ler Wrieichul I. ıurCi ‚ bezeichnefl. und dıe übrigen Wurzeln 


“ . nn. 1 
Nat? d7 
di ii. 
——— - r 
u FRRERER - 
= „ 1 Trier + alg le)Cnh g - Oel T ( eseif .- re? s 
4 — — -— — /] zu —— 
=. 2 N F/ ; “r 
TXV; £ H+on; ig + v a0 * + ,y RS 2 N N . 
weiche i alnleschung u — 1 arunabhängıge | srale der Form 
- [4 
> a u 7 ey f fr r 
4 - “ ß Re» Fe 4 
! A } 4717 st d (+rösser meoehnt v 

ııc — u Lukıc — ale ’ f 4 [ Pi 4:23 von J dl “17 
wershie d endlich ® 

- 7 [4 

1 DPRBEREEEN | äh ni . 2 n . - None mt or alt ’ . . 

eZPIUCDDE Ira Arc BB 3% ‘ 37333} "33 Zahlen ! ete, hei de} Difte- 
£ J 4 " #12) aur des weine 














Thome, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen 


+ (m |) I, 1a -+-(m 1) I #6 


hıer wıederum zuerst 
+ m— D)—h 
und zwar gleich 9 


Die Differentialgleichung hat ein Inteeral der Form 


. f r! { 
4 Se L e d ({ ) T 


J f : 


wo r' sanzzahlıg ıst und «,(2) nur Potenzen von £--a mit positiven Ex 


ponenten enthält, 4,(@) von Null verschieden ist. r’ ist alsdann Wurzel 





ıierT 
(rleichung (m | h)”" Grades 
f 
en „ ; s er’ | 
r(r —1)...(7 (m | h) +1), =— a)» | 
| Ir—a 
. ! ! er 14 [ P vr \ 
5 ıir(r YPRR:. m. I—A)+2) |. (2&-— air! | 
Ä | / > 
ruhig, (2 ay rm —— f), 
ra 
Setzt man in dieser Gleichung für 
| ‚ ka 
’E ri T 4) e j* = 
seinen Ausdruck 
A\N/S 1 f } - 1 
(Mm L) Mm h l)...(M— N ui) n u ‚ 
I. >2..a ei Ka dit uud) dh 
m—h l)...(m h -a—1) , er z 
_— 7 " [ 1 Ten ) Am 
” | = |) Pr+i L a) I, r.(r L).. ” A er 
z Nr. +a | 
oo [pı. Fl > ' je=a ) 
so ergiebt sich, dass die Gleichung (5.) zu Wurzeln 
6. Ya r; ne l, N, en r, amnanz L. ... Fo 1 N | 


hat. Eine dieser Wurzeln ıst r, es seı diese durch r,—r,—1 bezeichnet. 
Man setze dann in der Differentialgleichung (4. 
z=2z, [ud 
ae u Li ae a £., 
und reduceiıre weıter. \ut dıese eise erhait man successive dıe A inte- 


rale der vorlierenden Gruppe unter der Form 


2 \Yı Y=Yı / zdx, + Yı—yı dx Z [dx U... / td , 1 =(r—a) plz), 
N 4 = « . w 
n_ f x = \r Bu —1 und u 
|:= Ta) rg), la Tg), Fl) Tr pre) 
wo 


% 


. \ r 
(f 1 d . 4 (d Mr ... L UC 


ın der Umgebung von z£=a einwerthig und endlich und für 2=« von Null 


Li 


verschieden und dıe Exponenten Pı>, Far «fr, le sıch bloss um Janze 


hr 


Zahlen unterscheiden, Wurzeln der Gleichung (3.) sınd. 





"homd. ur Theoome der linearen Dijferentialgleichungen. 90,9 


Wenn man nun von einem Ausdrucke 


\ NY x " \ 1 n a \ 1 n ’ 
(8,) } | a\ Is :) g,logla dl 14 ‚(log d a)) rc 1Og A dA 'h, 
wo die in der Umgehung von 2==a einwerthigen Grössen «r nur Potenzen 
von 2 a mu positiven xponenten enthalten, und worın Ä so eenommen 
ist. dass der Ausdruck für 7==a nicht Null wird und unendlich wie 

1-4 blos EL A u / log u a‘ . 


]° 


mit constanten Coeflicienten a, d, ... /, die Bezeichnung gebraucht, die 
Herr Fuchs (d. ). Bd. 66. 8. 155 gewählt hat. .er gehör: zum Exponen- 


ten kK“. und die beiden von Herrn Fu hs 5 Ce,‘ segebenen Sätze anwendet. 


I\ dass, wenn G4{r\ eine wie F beschaflene Funetion ıst. die zum Exponen- 
\ I 


ten r gehört, alsdann /G(x)dr (wo die Integrationseonstante gleich Null 

genommen wird) ebenso beschaflen ıst und zum Exponenten r—+1 gehört, 

und 2) dass, wenn G(x) zum Exponenten r und @(x) zu r gehört, das 

Product @(2)-@’(x) zum Exponenten r—+r gehört, so ergiebt sıch: Die 

Integrale (7.) %, bis yy' gehören zu den Wurzeln der Gleichung (3.) als 
ıhı Exı te 


Di (rleichun: 9 1st die nämlıiche. welche die Exponenten der In- 


tegrale in der Differentialgleichung (m — h)'* Ordnung: 





bestimmt. Diese Differentialgleichung (9.) hat nämlich die Form derjenı- 


gen, die nur Integrale mit Potenzen von (@—a)” ın endlicher Anzahl be- 
Ssıtze Die Exponenten dieser Integrale werden nach einem von Herrn 
| Fuchs J. B. 66. 8. 147) für diese Differentialgleichungen gegebenen 
Satze durch eine Gleichung bestimmt, welche bei der Differentialgleichung 


9.) mit der Gleichune /3.) zusammenfällt. 


Man kann nun dıe Resultate dieser Nummer ın folgender Weise zu- 


Do rYyıTrY cıYy +, a7 “ 
BSalililitlljaäs>mtil. 


L Ihe Diferentialgleichung yy en welcher von den Zahlı 7 
„+-m—], u +m—2, ...Nn 


die grösste 9 >m sein soll und a, +m—h zuerst gleich 9, hat höchstens m—h 


linearunabhangıge Integr ale uf Potenzen UOH J dl [a7 endlichen An 
ZUft Hat sie deren Nur wirklich 5, 80 zerfallen dieselben ın Gruppen 
VON Folgender Form : 

Journa! fur Mathematik Bd. LXXIV. Heft 3 7 





a. u EEE Pie em Kun 


) () Tho Mm P "NT Theorse der hınrenren Drferenhalr Inrhunr en 
Yı, Y» nn Y /z dr, Ya Y (dx v4 I dr. ne Yır Y, de z fdx 7, ‚ fi dr 
} f Fr / 
= —a)"p(r), zer — a" plr), ... elta) rat le) 


wo die Grössen Y ın der Umgebung von 2=—=a ewnwerthng und endlich 
und für ea von Null verschieden sınd. 

Die „ Exponenten r; his ry unterscheiden sich bloss um Ganze 
Zahlen : re Integrale nehmen dre Form des Ausdruckes (8. an, und Je 
hören zu den Exponenten " hrs "ır 

Eine (rruppe umfasst alle Integrale, deren Exponenten sich loss 
um ganze Zahlen unter scherden. 

Alle Exponenten, zu denen die verschiedenen Integrale gehören, sand 
Wurzeln der (rleıchung m.- h)" (irades '3.). 

1. Die (rleıchung (8, st che namlıche , der en Wurzeln dre Er 
ponenten der Integrale der Dufferentialgleichung (m— hy" Ordnung (9. 
a)‘ ın endlicher An- 


hestimmen,. dıe nur Integrale mit Potenzen von (X 
. r4 


zahl hat, 


ri 
Die Differentialgleichung 

l d "y /J Y , Da 

dm TPı Gm Tr" TPany= 
worin dıe ın der Umsebuns von zr=a einwerthisen Coeffieienten Poten- 
zen von (2 —a) ' ın endlicher Anzahl haben, und wo von den Zahle 
‚m —1 bıs „,„ dıe grösste 9 grösser als m sein soll und zuerst 
— Mm — hg, hat nach Nr. 5. Satz Il. höchstens m — h linearunalt hängıee 
Integrale mit einer endlichen Anzahl Potenzen von (c—«a)"" und die 


vi 


Form derjenigen, dıe sie wirklich hat, ıst in der vorigen Nummer gegeben. 


Nach dem ım Antange der vorıgen Nummer Gesagten wird sie nun zwar ım 
Allgemeinen auch so viele haben; insofern man die Coefficienten p, bis p, 
willkürlich wählen kann, so dass ,—+-m—h zuerst =q9>m wird 1d 
dann durch Einsetzen von m— Ah linearunabhängsigeen Functionen (2 —e)’ f(x), 
wo f(x) ın der Umgebung von z=a einwerthig und endlieh bleibt, die 


übrıgen so bestimmt, dass alleemeın 


, rm—ımzg (a=l, 2,...m 


4 


ist und die Differentialgleichung diese Functionen zu Integralen hat. 
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Jedoch giebi es auch Inflerentialgl: schunge NR VON d. ä F: IX ko) de - 
ardA Ya (fs Al 12% ry N „a A N ER , 2. a 77 7 . 2 
ei ( OCT IENIEN Gr dandedgede nen ei INJUNGIEN erfuttien. (Lt { )e'] I’# /i(]eY 
Als ’ } INnearı abha 2710 Integrale Je ter Art hab: u In der fol: enden 
Nummer wird gezeigt werden, wie man auf solche Differentialgleichungen 
kommt. Um aber gleich hier allgemeinere zu bilden, benutzen wir der 


Zusammenhang einer nicht homogenen linearen Differentialgleichung 
( m T P; Arm : va PnyYr 9 } =V 


mit einer homogenen von einer um eine Einheit höheren Ordnung. den 


Herr Fuchs (d. J. B. 68, 8. 368) angegeben hat, indem er die Gleichung 


” d 
\ IE 
N — Tu y\ 
ww 
r \ 2 log g} . ] —» dlogg 
’ ' ” lc (’ dor da dJ 
LI» au> 3. 1 ei 11>pUuUsa 1 
6b. } ( ’E 
Wi eine Constante ist. und verbindet man hiermit noch die Gleichung 
2 Y=U0. 
so genügt eın Integral y von Gl. (2.) oder (7.) der Gleichung (4.) und umge- 
a ’ . 2 . . 4 . x 7 ‚ . 
kehrt eın integral yVon\*.)Ger Gi. i.,oaer — ‚ der (sl. 2.). Wenn nun dıe 


Gleichung (2.) ein Integral mit Potenzen von (z—a)"! ın endlicher Anzahl 


haben soll muss (4.) von derartigen Integralen, die linearunabhängig sınd, 


eines mehr enthalten. als (7... Und umgekehrt, wenn dies der Fall ist, 
so genügt eines davon, mit einer gewissen Uonstanten multiplicırt, der Grlei- 
chung (2.). und das allgemeinste dieser Art von (2.) wırd erhalten, wenn 
man zu dıesem das allpgemeinste derselben Art. welches der Gleichung 48 
genügt, addırt 

Wir wollen nun zunächst m gleich 1 setzen, alsdann (2.) und (7.) 
so bestimmen. dass diese keine derartigen Integrale haben. 

Die (Gleichung: 2.) und (7.) werden 
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ir 


dy 


»“ 


I arte 
dy 
(9.) ” Kpy=0. 
l 


. 2 f 
Wenn r, willkürlich genommen wird gleich . IA n 1, wo f(x) nur 
7 /1 
Potenzen von r-a mit positiven Exponenten enthält f(a) von Null r 
schieden ıst, so wırd 
dlor 
Pi 1. j. 
dh. 
Die Gleichung (8.) hat zum vollständigen Integrale 


Y le /» we 
wo ( eine ÜUonstante ıst. Nehmen wir q von der Form (z-a)’ (X . WW 
nnr P tenze ıt ıfıyaer F nten hat hat. das I 
ji.) MUul otenzen von Z—«d mi poSILIiven ‚x PON« nen nal Oo Nal ıas ıN- 
tevrai von J.) I otenzen von L—d in unendlıcher Zahl: pestimmen 


” 1 .. | 
wır dann 4 näher. so dass 


[ ge)? de = /q 2 fr . de 


. .. 1 e \ F a r - r naar 
einen Losarıthmus enthält. WOZU 4 von der Form r - A sein Konnte SO 
1 . ] } /( In. a“ 4 { L 
enthalt auch das Integral von ©.) rur beliel ıIge W ertne ın U FYoten- 

# 1 


zen von LG j In unene llıcher Zahl. Die (rleichung 4. hat dann auch 


ur solche Integrale; sıe hat aber die Form 


/ı A; \ / u 
4 \ di / 1.) dl Ia\ı#) 1 
r : 3 J i 
IU, . u B J 1 ——1i) N ı 
/ PER ee a)” dr p \n+1 Y  \a 3% 
Lid 4 A 4 k ) 
Wo ; und I; nur otenzen von Z dt MIETE posıtıven LXDPONENTEN ıthalt en, 


', dl von Null verschieden ist. 


Man kann ferner ın der Differentialzleichung 1.) p, willkürlich neh- 


. ) 
5 Ai 


I - I 1 > 1 - BE . . - ” on I “ . 1 
men. so dass mn — m — 1>>m ıst, und die übrısen Goefhcıenten so bestim- 


- 





men, dass „+m—1==g wird, dıe Differentialgleichung aber nur m—2 


linearunabhängige Integrale der früher : ngegebenen Art hat. Für m=2 ist eine 
solche vorhin zebildet. Gesetzt nun, man könnte für die (m—1)"* Ordnung 
bereits eine solehe darstellen. Man nehme dann ın der Gleichung (1. 
Nr. 4 für p, den willkürlich gegebenen Werth und setze „=(r—a) p(z 
wo g(x) nur Potenzen von z—a mit positiven Exponenten enthält, und 


. \ 


bestimme dadurch in der Gleichung (2.) derselben Nummer g, und als- 


dann, was nach der Voraussetzunz möglıch ıst, diese Gleichung (2.) So, 
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dass se m 1 2 soleher Integrale hat. Dadurch werden Dir >. Pu be 
stimmt, und wenn man 7, ın (1.) einsetzt, auch p,„, so dass 
„+-m—1l==94>m 


2 Iinearunabhängige Integrale genannter Eigenschaft hat. 


ist. (1.,) nur m 
Es lässt sich dann auch die Differentialgleichung (1.) dieser Nummer 
so bestimmen, dass zuerst 
„tm —h=g9>m 


h—1 soleher Integrale vorhanden sind. Man nehme 


wird und nur m 
hierzu zuerst eine Differentialgleichung (m — h—+ 1)" Ordnung und bestimme 
sie nach dem Vorhergehenden so, dass von den Zahlen 

„m —hA+-)—1, .. An-aı 
die erste die grösste und >m—h-+1 wird und die Differentialgleichung 


‘—1 solcher Integrale hat. Nimmt man diese Gleichung alsdann zur 


Gleichung (7.) dieser Nummer, setzt ın (2.) 
ya“ T Zum a 
\ 
en, wo mw =," ıst, n>H1, f(x) nur Potenzen von z—a mit positiven 


Exponenten enthält. f(a) von Null verschieden ist, und bestimmt dadurch 


\ 1] 


"EI 2 do—G@ GE, . 
wo a eine ganze Zahl ıst, g(z) nur Potenzen von 2—a mit posıtıven 


Exı onenten enthält. so hat die Diiterentialgleichung (4.) in der Umgebung 


T= einwerthige Coeflicienten mit Potenzen von (2 — a) ' ın end- 
Zah Von den Zahlen 
—im— h—2)— | ai 
st mer m +im— 4-2) —2 zuerst die STÖSSTE >m—h 9, Die Difle- 
Al I 2a ı4 hat las Integral 


mit unendlich vielen Potenzen von (e—a)", und wenn man r so wählt, 
BB 8 SICD VO] e] Kxponenten von L—d dıe ın den Interralen von 
m - BR ei ——— | an a u l 
- 2 ’ ' ‘ : 
rE r} Iy# ‚ . nt r} one Jal 7e Yah) unterscheidet. 0) hat (4. jeden 
falle nur dıe früherer h— 1 linearunabhängigen Integrale der verlangten 
Ergenschaft U lieses Verfahren kann man fortsetzen bis zu eıneı Pille 
veL LA g c R  }r „ 
Mar ersienut Dileraus dass dıe Diflerentialgleichung ( L.) wor die 
vettrier {per ‚ f unVeupt,Perıe 17, lırı fa ımn ı08 f + } r r} nicht jerstrke f m fi lite it 
- ca > r ’ 7 vr 
nabitk J ) r ang Art hal 
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ß, Ü 


Wenn man nun der Differentialgleichung 1.) der vorigen Numme: 





durch eine Reihenentwiekelung der Form 


es Ü 
y= (z a). Ec,(a - (4) . 
zu genügen sucht, wo c, von Null verschieden ist, und man setzt y=/(z- a) .u ( 
so nimmt die Differentialgleichung für » die Form 2.) Nr. 6 an: 7 ist ( 
alsdann Wurzel der Gleichung (m—.h)”" Grades (3.) derselben Nummer ( 
Diese Wurzel werde durch r, bezeichnet, die übrigen seien r,. ... 7 | 
Setzt man dann in den Üoefficienten p, der Gleichung (2.) in Nr. 6 
r—=r, und 9 (@—- at —=Q(d)=Q, (a) + (z—o) (d,(z). 
so kann man die Differentialgleichung auf die Form bringen; 
h mh, m—h-1 PM 

Q,Ca) (e— a)” =“ — 2 + A (2 -a)"*? I - n eu BR) 7, = ( 

f i Mi, Im . n R 
— (va) z = (e-a)” "du, (®) ai + (0 rl Fr 





Eu : 
Q.(z) . u. 
Hieraus ergiebt sich von k==0 an für alle positiven ganzen Zahlen 4 


[ _.y \ 17 / u 2 
[+  Yala)(k+ 1 )k.. .(k-m+h+2)+Wdarıla)(k+l)k...(kmrht3)+ ++ Um -i, 


7 4 i J 
eo | — A.,C, + Ace; Lie + A,c s 
wo dıe Grössen A sıch aus den Coefficienten der Reihenentwickelungen. dıe 


auf der rechten Seite der Gleichung (1.) vorkommen, und positiven Zahle 
durch Addition und Multiplication zusammensetzen. 
Die Gleichung 
(3) Anla)k..(k—-m+h+2)+ durıla)k..(k-m—h+3) + -— Im (a) =( 
stimmt mit Gleichung (5.) Nr. 6 überein und hat zu Wurzeln 
r. 


Ist nun die Wurzel r, so beschaffen, dass sie sıch von keiner 


—n —l1l, ... ra 1n1: 
übrigen 75, ... r„_, bloss um eine ganze Zahl unterscheidet, so verschwınde 
der Factor von c,,, in Gleichung (2.) nicht für k=0 oder ırgend eıne po- 


sitive ganze Zahl, und alle Coefficienten der Reihenentwiekelung sind dem- 


nach vollständig bestimmt. Wenn man nun aber die Convergenz diese: 
{formell bestimmten Reihe nachzuweisen versuchen wollte, so könnte man 
nicht das gewöhnliche Mittel anwenden, dass man statt der Reihen auf d 


rechten Seite der Differentialgleichung (1.) andere einsetzt, deren Loefü- 


cienten alle positiv sind und grösser als dıe Moduln der en 
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Coeffieienten in den ursprünglichen Reihen, um dadurch das Nämliche für 


die Grössen A ın der Gleichung (2.) zu erreichen, und dass man ferner 





die Grössen Q ın dem Factor von «,, in der Gleichung (2.) durch solche 
ersetzt, welche diesen Factor immer positiv und von einem gewissen Werthe 
von & an kleiner machen, als der Modul des ursprünglichen Factors von 
Cyyı beträgt, um hierdureh und noch mit Hülfe der willkürlichen Grösse 
c, statt der ursprünglichen Entwiekelung eme andere zu erhalten, deren 
Coeffictenten alle positiv und grösser als die Moduln der entsprechenden in 
der ursprünglichen Reihe sınd. Die auf diese Weise gebildete nelie Reihe 
muss divergiren, da ın Gleichung (2.) auf der rechten Seite höhere Poten- 
zen von & vorkommen als auf der linken: und demnach, wenn die 
neuen UÜoetticienten ebentalls durch ce bezeichnet werden, der Modul 


,  } s Öl ® Y . .. ® 
des Verhältnisses —— — (@— a)” ins Unendliche wächst. Die durch 
+1 


Cm fP} 


die genannte Umformung aus der Ditierentialgleichung (1.) hervorgehende 


Ditterentialgleichung giebt hier direct ein Beispiel einer Differentialgleichung 





von der Form (1.) Nr. 7 von speciellerer Beschaffenheit der Coefficienten, 
.. 
| die für y eine formelle Entwickelung Ye,(@—-.«a)* zulässt, welche nicht con- 


vergirt. Weitere Beispiele von Ditferentialgleichungen, die Ausnahmen bil- 
den und in den Coefficienten allgemeiner sind, liefern die ın der vorigen 
Nummer angegebenen Differentialgleichungen, unmittelbar die der 2. Ord- 


nung (10.), wo nach dem Vorhergehenden der Exponent r und die Coeffi- 
I 


cienten in der Entwickelung (z—a)” Ic, (2—a)* vollständig bestimmt sind, 


diese Reihe aber nicht convergiren kann. Daraus folgt: 
l. Wenn die Wurzel r ın der Gleichung (3.) Nr. 6 sıch von keiner 


gen um eine ganze Zahl unterscheidet, so existirt für Y eine in 


(oerfcıenten vollstandıqg bestimmte Entwickelung (2 — ay Zc,(& a)", 

ri N I rschieden ıst, die der Differentialgleschung (1.) Nr. 7 
for wel gt ut, aber nıcht immer convergırt. 

Wenn nun eine Gruppe von Wurzeln r,. ... 7; in der Gleichung 


Nr. 6 vorkommt. die sıch bloss um Fanze Zahlen unterschei- 


den und dieselben so angeordnet sınd. dass der reelle Theil der folgen- 
den nıcht zerösser. als der der vorhergehenden ıst. so sind zunächst die 


L 
Coefhcienten ın der Entwickelung (zs—aJ: &Ec,(c—a)* wieder vollständig 
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bestimmt. Falls aber diese Reihe nicht eonvergirt, so ist zuzusehen, ob 
bei der folgenden Wurzel, ın welcher zuerst der reelle Theil kleiner, als 
in r, ıst, sich die Goefficienten der Gleichung (2.) gemäss bestimmen lassen. 
Es sei diese Wurzel gleich r, —k,, so verschwindet in der Gleichung (2.) deı 
Factor von e,, und es muss demnach die rechte Seite ebenfalls verschwin- 
den. Alsdann bleibt ce, zunächst unbestimmt und die Coefficienten nehmen 
die Form an ,=B,c, für ak, und ,=B,;c, -+B,c, für a>k,. Die Reihe 


„Ca ’ “ ’ Cr, 
©, (2—a)* kann nun höchstens für einen einzelnen Werth von _'con- 


vergiren, weil man sonst durch Subtraction zweier solcher Reihen eine con- 

vergente Reihenentwickelung der Form (2e— a) Ye, (£— a)", wo c, von Null 
0 

verschieden wäre, für dıe Differentialgleichung herleiten könnte. Dass dieser 

Fall überhaupt vorkommt, kann man durch ein Beispiel nachweisen. Wählt 

man nämlich die Differentialgleichung zweiter Ordnung (10.) der vorigen 

Nummer so, dass die Wurzel der zugehörigen Gleichung (3.) Nr. 6 eine positive 


geschehen kann, und bildet man nun nach 


ganze Zahl k wird, was leicht 
den weiter folgenden Angaben der vorıgen Nummer eine Differentialglei- 
chung dritter Ordnung, in der 1, +m— 1=9>m ıst, dıe aber nur ein Inte- 


gral der früher definirten Art hat, so ıst dieses Integral von der Form 


(@—a)’ Yc,(2—a)‘, wo c, von Null verschieden ist, während die zugehörige 


Gleichung (3.) Nr. 6 die Wurzeln r+k-+1 und r haben muss. 


Aus der Reihe der \urzeln r,, r,, ... r7z existire nun zuerst für 
w. 
eine convergente Entwickelung der Form y,=(z—a): Fe, (z—a)‘, wo c 


nicht verschwindet, während also in den vorhergehenden Wurzeln r,, ... r;_, 


der reelle Theil grösser als ın r,; ıst. Man setze dann y=y, /zde und 


bilde die Difterentialgleichung (4.) der Nr. 6. Die zu dieser gehörige 


Gleichung (5.) Nr. 6 hat unter ıhren Wurzeln folgende 
r—n—1, :. Na—n— 1 Man 1... nn —n—1. 
nn 
Kın Integral der Form («— a)” Fc,(2—.a)‘, worin c, von Null verschie- 
v 
den und r aus der vorstehenden Reihe von Wurzeln senommen | ıst, 


kann für diese Differentialgleichung zuerst nur für fr =r,.,—n.—1 oder 
eine folgende Wurzel existiren, weıl sonst der Ausdruck y, / zdx ein Integral 


e% 


der ursprünglichen Ditflerentialgleichung der Form (a—a)« Ne, (e—a )‘, wo 
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c, nieht verschwindet, liefern würde, worın @«<{k wäre. Wendet man 
weiter das nämliche Verfahren wie bei (7.) Nr. 6 an, so ergiebt sich: 

Il. Wenn aus der Gruppe von Wurzeln r,, ra. ...r- in der Gleı- 
chung (3.) Nr. 6, die sich bloss um ganze Zahlen unterscheiden und so an- 
geordnet sınd, dass der reelle Th: ıl der folgenden nicht grösser als der 
der vorhergehenden vst, zuerst bei r, eine convergente Entwickelung der 
Form y=(z—a)ıFc, (2 —a), wo c, von Null verschieden ist, der 
Differentialgleichung (1.) der vorigen Nummer genügt, so liefert diese 
Gruppe gedenfalls nicht mehr als »—k linearunabhängige Integrale der 
vorgeschriebenen Art, die zu Exponenten aus der Reihenfolge r;, Yızıs 

r; gehören. Die # Esxponenten r ın Satz |. Nr. 6 nehmen daher die 
Anordnung an, dass der reelle Theil des folgenden nicht grösser als der 
des vorhergehenden 1st. 

Auf diese Weise erhalt man also für dıe gesuchten Iinearunabhan- 
gigen Integrale der Differentialgleichung (1.) Nr. 7, die Potenzen von 


! in endlicher Anzahl enthalten, formelle Entwickelungen, von wel- 


(2—a) 
chen diegenigen, die convergiren, die Integrale, die wirklich vorhanden 
sind, liefern. Die Beurtheilung der Convergenz dieser Entwickelungen 
wird in dem Falle, wo die Coefficienten der Differentialgleichung (1.) 
dieser Nummer rational sind, dadurch vereinfacht, dass man die Nenner 


wegmultiplieirt und statt der Gleichung (2.) eine andere Recursionsformel 


fa y* 
1 


für die Coefficienten der Entwickelung aufstellt, die nur eine constante An- 
zahl derselben enthält. Aus dieser Formel lässt sich vielfach direet die 
Convergenz oder Divergenz der Reihenentwickelung erkennen. Es bleibt 
nun weiter zu untersuchen, inwiefern es für diese Convergenz allgemeinere 
Kennzeichen giebt, und ob durch weitere theoretische Betrachtungen sich 
noch andere Hülfsmittel finden lassen, die Integrale der angegebenen Art, 
die die Differentialgleichung (1.) der vorıgen Nummer besitzt, zu be- 


[67 
fe) / 


stimmen. 


Berlin, ım August 1871. 
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Zur Integration der partiellen Differentialgleichung 


9?u O’u 


9? + Oy? =. 


(Von Herrn H. A. Schwarz in Zürich.) 


En vierten Hefte des 73. Bandes dieses Journals hat Herr Prym in 


O?u Pu 


 — = () % 
Or? 9y? 


einer Abhandlung „Zur Integration der Differentialgleichung 


p. 340 bis 364 auf einen ım XV. Jahrgange der Vierteljahrsschrift der Na- 
turforschenden Gesellschaft in Zürich (p. 113 bis 128) veröffentlichten Auf- 
satz Bezug genommen, durch dessen Abdruck an dieser Stelle einigen Le- 
sern des Journals vielleicht ein Dienst seleistet wird. Bei dieser Gelesen- 
heit sind zu dem erwähnten Aufsatze einige Anmerkungen hinzugefügt wor- 
den, welche hauptsächlich die Beziehungen zu anderen Bearbeitungen des- 
selben Gegenstandes oder nahe verwandter Gebiete betreffen. Eine 
Fortsetzung und theilweise Erweiterung der in jenem Aufsatze enthaltenen 
Untersuchungen bildet den übrigen Inhalt der vorliegenden Mittheilung. 


Ueber die Integration der partiellen Differentialgleichung 
O?u 9°’u | 
Kfe« —_ —( 

02?  Oy? 


für die Fläche eines Kreises. 

In seiner Inauguraldissertation (Art. 18, 19, 21) und in seiner Ab- 
handlung über die Theorie der Ade/schen Functionen (d. Journ. Bd. 54, 
p. 112, 114) hat Altemann einige die Integration der partiellen Differential- 
eleichung 
u , Du 


Nu=; = dy: 


=—( 
Ox 
für ein gegebenes Gebiet 7 unter vorgeschriebenen Grenz- und Unstetig- 


keitsbedingungen betreffende allgemeine Lehrsätze ausgesprochen, für welche 


meines Wissens ein strenger Beweis gegenwärtig noch nicht bekannt ıst. 
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Auch für den einfachen und wichtigen Specialfall, in welchem das 
gegebene Gebiet eine schlichte Kreisfläche ist, können die bisherigen Unter- 
suchungen, soweit meine Kenntniss derselben reicht, nicht als vollständig 
angesehen werden, 

Wenn der Werth der gesuchten Function « in jedem Punkte der 
Begrenzung des Gebietes vorgeschrieben ist, und diese längs der Begren- 
zung vorgeschriebene Werthenreihe ausser der Bedingung, stetig zu sein, 
keiner anderen Beschränkung unterworfen wird, so ist die Annahme nicht 
zulässig, dass die gesuchte Function x längs der Begrenzung endliche par- 
tielle Ableitungen ed ee beziehungsweise e besitze, da unter den ge- 

OR CO p 
machten Voraussetzungen partielle Ableitungen der Function u längs des 
Randes im Allgemeinen überhaupt nicht existiren. Auf diesen Umstand. 
auf den vor mehreren Jahren Herr Wererstrass in seinen Vorlesungen auf- 


merksam gemacht hat, ist, soviel ich weiss, bisher nicht Rücksicht ge- 


nommen worden. 

Im Nachfolgenden beschränke ich mich auf die Betrachtung des 
Falles, in welchem das Gebiet der unabhängigen Variablen x und y eine 
die Ebene einfach bedeckende Kreisfläche S ist: jedoch mit Ausschliessung 
von Stetigkeitsunterbrechungen und unendlich grossen Werthen in der für 
die Function « längs der Begrenzung der Fläche S vorgeschriebenen 


W erthenre ıhe. 


824; 


In der Ebene A, deren Punkte die complexe Grösse 
z=ı-+ yı=r .e'* 
geometrisch darstellen, seı gegeben ein ganz ım Endlichen liegender, die 
Ebene allenthalben nur einfach bedeckender Bereich 7, dessen Begrenzung 
von einer endlichen Anzahl von Stücken analytischer Linien gebildet wırd. 
Für den Bereich 4 se] definirt eine (reelle, Funetion u der beiden 
reellen unabhängigen Variablen z, y und zwar als eine endliche, stetige 
und eindeutige Funetion derselben für alle Punkte ım Innern und auf der 
Begrenzung von T. 
Es wird vorausgesetzt, dass die partiellen Ableitungen 


FU Ou ou J’Uu 


2 f' 


OU 


04 OyY 04 
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existiren, endliche, stetige und eindeutige Functionen von & und y sind 
und dıe Gleichung 
’ 72 72 
u 5 r 3 En 
erfüllen. 
Jedoch werden diese, die Ableitungen betreffenden Voraussetzungen 
entweder 
I. nur für alle inneren Punkte des Gebietes 7 
oder 
Il. auch für alle Punkte der Begrenzung von T einschhesslich gestellt. 
Hiernach sollen die für # und für die Ableitungen von » gestellten 
Voraussetzungen ım Folgenden als „Bedingungen I“ und „Bedingungen II“ 


P7 “ L 
von einander unterschieden werden. 


J 


Herr (Carl Neumann fordert in zwei Abhandlungen: „Revision einiger allgemei- 
nen Lehrsätze aus der Theorie des Logarithmischen Potentials“, Mathematische Anna- 
len von Ülebseh und Neumann, Bd. 3, p. 325—349 und „Zur Theorie des Logarith- 
mischen und des Newtonschen Potentiales. Zweite Mittheilung“, Berichte der K. Sächs, 
Gesellschaft der Wissenschaften, math.-phys. Classe, October 1870, p. 264— 321, 
ausser den in $. 1 angege benen Bedingungen: a. „gleichmässige“ Stetigkeit und 


b, die Existenz der Ableitung nn > für das Innere des betrachteten Gebietes, Hierzu 
u 

ist Folgendes zu bemerken: 
a. Mit Recht hat Herr Heine darauf aufmerksam gemacht (dieses Journal, Bd. 71, 
p. 361), dass bei der Erklärung der Stetigkeit einer Function zweier oder mehrerer 
Argumente sorgfältig zu Werke gegangen werden muss, wenn diese Erklärung analy- 
tisch brauchbar sein soll. Insbesondere erweist sich folgende Definition: „Eine Function 
zweier Argumente ist eine stetig » Funetion derselben, wenn diese Function innerhalb 
des in Betracht kommenden Gebietes { für jeden Werth des ersten Arguments eine ste- 
ern des zweiten und gleichzeitig für jeden Werth des zweiten Arguments 
eine stetige Function des ersten ist*, in den meisten Fällen als unzureichend, 
wenn es sich darum handelt, aus derselben Schlüsse zu ziehen. Diese Erklärung ist 
daher als unbrauchbar zu verwerfen, ganz abgesehen davon, dass dieselbe, wie Herr 
Thomae bemerkt hat, auch solche Functionen umfasst, welche gewöhnlich unstetiy ge- 
nannt werden, wie z. B. die Function in in einem den Punkt z=0, y=Ü in 
nem Innern enthaltenden Gebiete. Vergl. die Schrift des Herrn Z’homae: „Abriss 
einer Theorie der complexen Functionen und der Thetafunctionen einer Veränderlichen“ 
Halle 1870, Nebert, p. 13—16. — Bei Beginn meiner mathematischen Studien habe 
ich folgende Erklärung der Stetigkeit einer Function zweier Argumente kennen gelernt, 
die ich auch jetzt noch für die richtige halte: „Eine Function f(x,y) ist in der Um- 
gebung des Werthepaares x,, y, eine stetige Function ihrer beiden (stetig veränder- 
lichen) reellen Argumente, wenn es nach Annahme einer von Null verschiedenen, 
sonst hinsichtlich ihrer Kleinheit keiner Beschränkung unterworienen positiven (Grösse 
& stets möglich Ist, ın der Umgebung des Werthepaares z,, y, einen nach zwei Di- 
nsionen ausgedehnten Bereich abzugrenzen, so dass für «alle, zugleich dem ursprüng- 
lichen Bereiche der Variablen, für den die Funetion erklärt ist, und dem abgegrenzten 
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2 


ed * 


a. Sind % und « zwei für denselben Bereich 7 den Bedingungen ]J 
(s. den vorhergehenden Paragraphen) genügende Functionen, so haben die 


beiden Integrale 
2 ’ ’ A nu % ! . ar 
/(«uNwW—w Au)aT und —/ (u ee 
R Op 


7 \ds, 


von denen das erste über den Bereich 7 selbst. das zweite über alle Be- 


grenzungslinien desselben zu erstrecken ist, den Werth Null: das erste, weil 


\v und Aw beständig gleich Null sind. das zweite. weil es durch theil- 


weise Integration aus dem ersten erhalten werden kann (s. Green: „An 


Essav on the Application of mathematical Analvsıs to the theories of Elee- 


Bereiche zugehörenden Werthepaare ©, +h, y+k die Differenz /(2,+h, y+k) 
/(&,. Y,) dem absoluten Betrage nach kleiner ist als e. Hierbei ist die Gestalt 
jenes abgegrenzten Bereiches im Allgemeinen keinen Beschränkungen unterworfen. Ge- 
nügt eine Function dieser Bedingung für ale dem Innern und für alle der Begrenzung 
eines gegebenen Bereiches der unabhängigen Variablen angehörenden Werthepaare 
&5s Yo, 80 ist die betrachtete Function für diesen Bereich eine stetige Function ihrer 
Argumente“. Es scheint mir kein Bedürfniss vorzuliegen, von dieser Erklärung ab- 
zugehen, da mit Hülfe einer von Bolzano ersonnenen und von Herrn Weierstrass weiter 
entwickelten Schlussweise ohne Schwierigkeit der Nachweis geführt werden kann, dass 
ede Function, welche im obigen Sinne für einen gegebenen Bereich eine stetige Func- 
tion ihrer Argumente ist, für denselben Bereich auch in dem Sinne des Herrn Heine 
gleichmässig stetig ist. Da auch das Umgekehrte stattfindet, so decken sich die bei- 
den Begrifie vollkommen. Auf der anderen Seite erwächst aber aus der Bemerkung 
des Herrn Heine die unabweisbare Forderung, welche insbesondere bei einem Existenz- 
beweise nicht unerfüllt bleiben darf, dass, wenn die Stetigkeit einer analytisch dar- 
gestellten Function beunesen werden soll. durch den Beweis die Stetigkeit der Function 
n genau demselben Umrange dargethan werde, in welchem die Definition der Stetig- 
keit bei allgemeinen Untersuchungen vorausgesetzt werden muss, um analytisch brauch- 
bar zu sein. Dieser Forderung habe ich in &.5,. in &.8 und 8.1] zu entsprechen 
gesucht. 
b. Die Forderung der Existenz der partiellen Ableitung —“_ scheint mir un- 
ÖOu OY 
nöthig zu sein, da die Endlichkeit, Stetigkeit und Eindeutigkeit dieser Ableitung für 


das Innere des betrachteten Gebietes — man sehe 8. 2 bis 8.5 des Textes bereits 
eine nothwendige Folge der übrigen Voraussetzungen ist. Es mag bemerkt werden, 
r a au R i i lie ) ’ OU o’u 

dass im Gegentheil die in &. 1 hinsichtlich der zweiten Ableitungen und 
: O4’ Oy* 


remachten Voraussetzungen noch auf ein geringeres Mass zurückgeführt werden können, 
da die ın $. 2 angelührten Sätze auch dann noch unverändert gelten, wenn in einzel 
nen Punkten oder längs einzelner Linien von der Forderung der Existenz zweiter Ab 
leitungen abgesenen oder die Erfüllung der Gleichung Du=V ungewiss gelüssen wird 
Vergl. die Formulirung der Bedingungen für den im Art. IV der Dissertation Jlemanns 
bewiesenen Lehrsatz. 
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tricıty and Magnetism.“ Dieses Journal, Bd. 44, p. 360; Rriemanns Inaug 
Diss., Art. 7 bis 10).*) 
“ ! I . } 
bh. Setzt man u ==], a180 dp ==), 86 ergiebt sıch der Satz: Das 
über alle Begrenzungslinien eines Bereiches T, für welchen die Function u 


Au 


den Bedingungen I] genügt, zu erstreckende Integral dp 


Werth Null. 


ds hat den 


97 


» 
y- pe 


Eine Function ® genüge für die Fläche 5 des mit dem Radius | 
um den Punkt z=0 beschriebenen Kreises den Bedingungen IT. 

Man setze W=logr (s. Riemanns Dissertat. Art. 10). Die Curven 
constanter Werthe von w' sind concentrische Kreise, deren Mittelpunkt der 
Punkt z=0 ist. Sınd A, und A, zwei specielle zwrschen 1 und © liegende 
Werthe von r mit der Bedingung 1>AR,> R,>>0, so genügen die Functio- 
nen vu und « für das von den beiden Kreisen mit dem Mittelpunkte z—0 
und den Radien Ä, und A, begrenzte Ringgebiet T den Bedingungen II 
und es sind daher die Voraussetzungen des Satzes $. 2,« erfüllt. 





*) Am angeführten Orte stellt Green dieselben Bedingungen, welche in $.1 als 
Bedingungen II bezeichnet worden sind. Eine analoge Voraussetzung findet statt bei 
dem Beweise, den vr für den Satz 


oV oV oV 
Sr = — Se) +) +) er 

giebt. (Werke, Ba. 4 5 226.) Derselben Rinschränknng sind aber auch die Beweise 
zu unterwerfen, welche Herr Durege in der Schrift: „Elemente der Theorie der Functio- 
nen einer complexen veränderlichen Grösse“, Leipzig, Teubner, 1864, p. 203 und 
a Ü. Neumann in der Schrift: „Das Dirichletsche Princip*, Leipzig, Teubner, 1865 

.9. gegeben haben, da dieselben nur Uebertragungen des "Gaussischen Beweises auf 
Eh Fall zweier unabhängigen Variablen sind. 

Auf der anderen Seite findet man in dem Aufsatze des Herrn Betti: „Sopra le 
funzioni sferiche*, Annali di Matematica, Il. Serie, Tomo L, p. 831 —87 und in dem- 
jenigen des Herrn Dim: „Sopra le funzioni di una "'variabile 'complessa“, ebendaselbst, 
Tomo IV., p. 159 — 174, "die Untersuchung auf den Fall beschränkt, in welchem die 
Erfüllung der Bedingungen II gefordert wird. Hierbei zeigt sich jedoch eine andere 
Unzuträglichkeit, da die in den Endformeln auftretende, die gegebenen Randwerthe 
darstellende, sogenannte willkürliche Function keineswegs willkürlich gewählt werden 
darf, wenn die Bedingung endlicher Differentialcoefficienten einschliesslich des Randes 
gestellt wird. Welchen beschränkenden Voraussetzungen aber diese Function ausser 
der Bedingung stetig zu sein in diesem Falle zu unterwerfen ist, geht, wie mir scheint, 
aus jenen Untersuchungen nicht hervor. 
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Das über die ganze Begrenzung von T erstreckte Integral 
[ Du’ ‚Du 
Ga — u ds 
Op Op 
hat demnach den Werth Null. Es ıst zu zeigen, dass jedes der über die 


sanze Begrenzung von 7 erstreckten le 


Du’ 
fu; — ds und Su sr — 
p 5, 4 


für sich den Werth Null hat. 

Längs des Kreises mit dem Radius AR, hat « den constanten Werth 
log R, und längs des Kreises mit dem Radius A, den constanten Werth 
log R,. Es ist also 


-,Du Au O4 7 
f dp ds=log R;,: /3 dp ds+logR, - Js 
(r=R,) r=R g 


Wendet man den Satz $. 2,5 auf die Fläche des Kreises mit dem 


Radius AR, und auf das Ringgebiet 7 an, so erhält man 


fi ee. Nands+ nds—0, 


Op 
r=R,) ie ; en . 
folglich ıst auch 
"ou 
— ds—(0. 
Op 
r—=R,) 


r , Qu au 
Daher hat das Integral /w 5p ds und also auch das Integral Vz ds den 





Werth Null, wenn beide u über dıe ganze Begrenzung von T er- 
streckt werden. 

. ; " Au‘ 1 u l 

Es ergiebt sich für r=A,, u 3 und für r—=R,, = = 

Setzt man daher für ds seinen Werth A,.dy, beziehlich A,.dyp und be- 


2 


zeichnet den Werth der Function « ın dem Punkte z==r .e'” mit u(r, ), 


u... Bw . 
so erhält man aus der Gleichung fü 7 ds = die folgende 
- - 


We (R,, Mig=f "uch, y)dy 


In dieser Gleichung sind A, und #, zwei von einander unabhängige 
veränderliche Grössen, welche alle Werthe zwischen 0 und 1 annehmen 
können, wobei jedoch die Werthe 0 und 1 zunächst noch ausgeschlossen 


sind. Nun folgt aber aus der Voraussetzung. dass dıe Function « eıne 
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stetige Funetion der Variablen z und y, also auch der Variablen r und 4 


ıst, dass der Werth des Integrals ik (r, p)dy für alle Werthe von r 
0 

zwischen O0 und 1, einschliesslich der Werthe 0 und 1, sıch mit dem 
Werthe von r nicht anders als stetig ändern kann. Aus diesem Grunde 
bleibt die obige Gleichung, obgleich bei deren Herleitung zunächst voraus 
gesetzt wurde, dass A, und R, von O und 1 verschieden seien, auch dann 
noch bestehen, wenn A,=0 und R,=1 gesetzt wird. Für den Werth 
R,==0 geht das Integral auf der linken Seite in 27r.%(0) über, wenn mit 
a(0) der Werth von # ım Punkte z==0 bezeichnet wird. Es besteht da- 
her dıe Gleichung 


i 277 
u(U)=  } ul, p)dı. 


0 


8.4. 


Bei zweckmässig geänderter Bestimmung der Function w führt die 
ım vorhergehenden Paragraphen entwickelte Schlussweise, welche den 


Art. 10 der Dissertation Aremanns entnommen ist, auch zu einem Aus- 


druck für den Werth x(r, g) der Function » in einem beliebigen, dem 


Innern der Kreisfläche angehörenden Punkte 2,=r.e'”, unter der alleinigen 
Voraussetzung, dass die Function » für die Fläche S den Bedingungen 
genüge. 


Dem Punkte ,=r.e'* innerhalb der Fläche S werde zugeordnet 


a 


5 i 
der Punkt une” ausserhalb derselben; O<r<1. Alle Punkte z, deren 


Abstände von den Punkten z, und z, [z—:,] und [z—:j], ein constantes 


Verhältniss haben, = —=r.t, mit der Einschränkung O<f=1, liegen 
27, - 
auf einem der Fläche S angehörenden Kreise, dessen Mittelpunkt e und 
dessen Radıus Z durch die Gleichungen 
1—t? 
= 7 ap ?= Ip, Hmn. Kt 


gegeben werden. Für {=1 fällt dieser Kreis mit der Begrenzung von S 


zusammen, für £=0 geht derselbe in einen Punkt, nämlich in den Punkt 
PAR über. 
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/u jedem Punkte z von S gehört nach dem Vorhergehenden, so- 
bald der Punkt 2,==r.e"” fixirt ıst, een Werth von f, O<t=1, also auch 
je cm Werth von e und AR. Setzt man nun z—c=R.e”, so entspricht 
jedem Punkte 2 von S mit Ausnahme des Punktes 2, ein Werth von w, 
welcher der Bedingung 0 Zy<<27 genügt, und für den die Gleichung 

c=R,.e“ erfüllt ist. Da auch umgekehrt zu jedem Werthepaare £, w 
nur en Werth von 2 gehört, so können ? und y als unabhängige Variable 
sewählt werden. Es geht dann die Function % von x und y ın eine Func- 
tion von Z und w über. Der dem Werthepaare ?, w eindeutig entsprechende 


Werth von « möge mit ul[t: w] bezeichnet werden. Für die Werthe =] 


und ?=0 ergeben sich die Identitäten x [l; w]=u(l, w), v[0; w]=u(r, g). 
\uch in Beziehung auf die Variablen ? und w ändert sich die Function 


alle ın Betracht kommenden Werthepaare mit beiden Arsumenten 


Man setze « gleich dem reellen Theile der analytischen Function 
ıIOg8 — 
—— 1 u gr 42 —] (0 f) 
x specielle Werthe von f, welche beide zwischen 1 


sgen, mit der Bedingung 1>1,>t>>0. R, und A, seien dıe Ra- 
ler diesen Werthen von ? entsprechenden zwei Kreise, 7 bezeichne 

las von diesen beiden Kreisen begrenzte Ringgebiet. 
lıe Functionen » und w für die Fläche 7, die Function 
läche des Kreises mit dem Radius /#, den Bedingungen I]; 


s beıger DezTrenzunzsiinlen VOn T hat dıe Funetion uw je einen Constan- 


ET ei Ns++ + Aaorcsaolhaor ohlis . . TR ramrl 1, r | r 
Yerto Mitteist derseiben Schlüsse wıe ın 9. 9 wırd daher gefolgert, 
. r N E I 
BEE GBR ber die ganze Begrenzung von 7 erstreckte Integral fu (ds 
> d ‘ } 
‘ / 


em vorliegenden Falle den Werth Null hat. 


M: r err & 4 #7 . 1: nos des neiden der Werthen / / / / eril 


\ A’ f 
I>r'r Ir i Bei Z 1. ve) / Dez h) we ‘ vv ertii 
} y 2 42 
n pH s f 3 “7 
J FI, 7 

2 2 
2 

f f 4% 

} . i Fr) 1: 

f 7 ı z 
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Wenn daher für ds sein Werth R,.dıy, beziehlich R,.dıy gesetzt wird, so 


’ . . Du’ b 
ergiebt sich aus der Gleichung fu „ ds=0 die folgende 
. Op 


242 
L—r? 43 


2 
/ Tan, sıy r . dh : 
J, | 2 | l - -2rt, og (pP —p) + r?13 / 
‚In ] u r?r?2 
— ‚[t,: dv. 
7 | 19 vr) N 2rt, cos (ıp Br p) + r9 1? dıy 


Die Grössen 4 und t, sind von einander unabhängig und können alle 
Werthe zwischen I und O0 annehmen, ausgenommen die Werthe I und 0 
selbst. Aus den über die Funetion » gemachten Voraussetzungen folgt 
aber, dass für alle Werthe von f zwischen 1 und 0, einschliesslich der 
Werthe I und ©, der Werth des Integrals 


NY r iR 2 42 
f’ ut: w] hei dm 


— 2rt cos (W— p)—+-r?t? 
J, 2rt cos (W — Y)- 


sıch mit dem Werthe von / nicht anders als stetir ändern kann; daher 
bleibt die obige Gleichung auch dann noch bestehen, wenn 4=0, ,—] 
gesetzt wird. Für den Werth 4=0 geht die lınke Seite der Gleichung in 
27.u(r,g) über, während die rechte Seite für „—=1 ın 


ER in 1—r?2 ] 
u) gr ns 


0 


übergeht. 

Es besteht daher, wenn die Function » für die Kreisfläche S den 
Bedingungen I genügt, für alle Werthe von r, welche kleiner sind als 1, 
und für alle Werthe von p die Gleichung 


1—r? 
u * —_ rn £ | 7 dw. 
1 -— 2r cos (W—g)—+r? 





9; 
ur, Nez / ad, w) 


(Vergl. ©. Neumann: „Ueber die Integration der partiellen Differentialglei- 


092 ,9?® : 3 gp4a N 
chung 3 +3,70“ Dieses Journal, Bd. 59, S. 364.)* 
OKT 





Oy “ 


") Das bestimmte Integral, auf welches die Untersuchung des $. 4 geführt hat, 
und die entsprechende Formel, durch welche die partielle Differentialgleichung 
0°} Fu. „os Lo 
9a? | yi 8° 
für das Innere einer Kugel integrirt wird, wenn der Werth der Function # an der 
Oberfläche der Kugel vorgeschrieben ist und die Bedingungen, denen diese Function 
unterworfen wird, den in &. 1 angegebenen Bedingungen I analog sind, findet sich im 
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Also ist der Werth der Function « in einem beliebigen Punkte 


"" im Innern der Kreisfläche unter den angegebenen Voraussetzun- 


gut 
gen nur abhängig von denjenigen Werthen, welche die Funetion # auf der 
Peripherie des Kreises annımmt, und ausserdem von den Polareoordinaten 
jenes Punktes, bezogen auf den Mittelpunkt des Kreises als Pol: überdiess 
ist u(”,g) durch die genannten Grössen eindeutig ausgedrückt. 

Wenn es daher eine Function x giebt, welche für die Fläche eines 
Kreises den Bedingungen I Genüge leistet und auf der Peripherie dessel- 
ben mit einer gegebenen Function f(y) dem Werthe nach übereinstimmt, 
so ıst die Function durch diese Bedingungen bestimmt, und es giebt nur 


eine solche Funetion. 


er Abhandlungen Porssons angegeben: Journal de l’Ecole polytechnique, 
cah. 18, pag. 422 (1815): cah. 19, pag. 150, 155, 433 (1823). Memoires de |’ Acade- 
mie des Sciences. annee 1823, pag. 575. Additions a la Connaissance des Tems 
pour l’annee 1829, pag. 329: pour l'annee 1831, pag. 49. Philosophical Magazine, 
July 1827. Theorie mathematique de la chaleur, Paris 1835, chap. VII et VIII. 

Man wird auch in dem Beweise, der in &.5 unter d. enthalten ist, die Grund- 

danken er Poissonschen Beweises leicht wiedererkennen. 

Der in $.3 und in $. 4 enthaltene Beweis beruht im Wesentlichen darauf. dass 
unächst ein . Formel, welche partielle Ableitungen der Function « nicht mehr ent- 
lt. unter Voraussetzung der Bedingungen II hergeleitet und hierauf ein Grenzüber- 
gang ausgeführt wird, welcher gestattet, an die Stelle der Bedingungen II die Be- 
u tr 


dingungen I treten zu lassen. Zu demselben Ziele führt auch folgende Anordnung 
des Beweises, welche dem entsprechenden Greenschen Beweise und der von Riemann 
und anderen Mathematikern in Vorlesungen und Abhandlungen gegebenen Darstellung 
dieses Beweises vielleicht noch etwas näher steht. 

Durch Anwendung der Schlüsse des $. 3 auf die Fläche eines Kreises mit dem 
Radius R. für welche eine Function « den Bedingungen I genügt, ergiebt sich: 


a. »: Dlogr "2 
I. I.uO)— fu —b/ ds =) ulR. y)dy. 


Es werde nun um den Punkt 2=0 als ER mit dem Radius #, (R,<X) 
ein Kreis beschrieben und ebenso um den Punkt z,=r.e* (O<r<K,) als Mittelpunkt 
RK: 

eım Kreis mit dem Radius R, ( t,<AK, —r). Man setze 'e*—-z, und bezeichne die 
: 7 

Ahstände irpend eines Punktes z von den Punkten z, und z/ beziehlich mit o und o'; 

man setze jerner or o—Jogo' und wende auf das von den Kreisen r kt, und 

o=R, begrenzte Ringgebiet den Satz 8. 2,a an, »0 ergiebt sich durch Schlüsse, 

welche den im Text angerebenen ganz analog sind 
2 ur £ in fi * ri. 
f e° ds= / uR.. w z ; dp, 
© k I Kr 2K roos (u y)+rr® 


Hieraus lolrt un Benutzung er Gleichung (}.) neitn lehbergange von K in K 


11 f* 4 e / 4 / f 4 - diy 
a \ G, I / fi Kr es (ip 4) y* 
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8.9. 
j ' fi 
Im Vorhergehenden ist gezeigt worden, dass jede Funetion vw, welche | 
für eine Kreisfläche $5 den Bedingungen I genügt, durch diejenigen Werthe 
eindeutie bestimmt ıst, welehe dieselbe auf dem Rande von S annımmt 
Es entsteht nun die Frage, ob für eine solehe Function » die Reihe de: 
Randwerthe #(1,y)=/f(y) willkürlich vorgeschrieben werden kann? | 
Diese Frage beantwortet folgender Lehrsatz: | 


Wenn längs des Randes der Kreisfläche S eine für alle Werthe des 
reellen Argumentes g endliche, stetige und eindeutige reelle Function fg), 
welche bei Vermehrung des Argumentes um 27 periodisch in sich zurück- 
kehrt, sonst aber keiner weiteren Beschränkung unterliegt, willkürlich vor- 
geschrieben ist, so giebt es jedesmal eine (und nach dem Vorhergehenden 
nur eine einzige) Function «, welche für die Fläche S den Bedingungen | 
genügt und längs des Randes von 5 mit der gegebenen Function f(r) 
übereinstimmt, 

Diese Function wird für alle Punkte z==r.e'” im Innern von 8. 


r<1, dargestellt durch das Integral 


l 2ın_ 1— r?2 
ur,g)=;, / Io) | dv. 





2r cos (w—y)—+r? 


Der Beweis dieses Satzes zerfällt in zwei Theile; in dem ersten 
Theile (a.) ist zu zeigen, dass die durch die vorstehende Gleichung definirte 
Funetion u(r,y) für alle dem Innern von S angehörenden Punkte 
z=r.e*”—=xr-+yi in Beziehung auf die Variablen x und y partielle Ablei- 
tungen aller Ordnungen besitzt und der partiellen Differentialgleichung 
/\u==0 genügt; in dem zweiten Theile (d.) hingegen ıst der Nachweis zu 
führen, dass die Function «(r, g) auch in der Nähe des Werthes r=]1 
eine stetige Function ihrer Argumente ist und für r=1 in die Function 
Iy) stehhg übergeht. 

a. Die durch das Integral 


2 l—r: 


ä l ä 
“ (r ’ I ) Bu. Tl J W) b ;- -P cos ( v—ırf) a a dyr 


definirte Funetion « stimmt überein mit dem reellen Theile Jder durch die 


Gleichung 
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N, | ven ev 2 
Fya=,/ SW a dw 
0 


für alle Werthe von z, deren absoluter Betrag r kleiner ıst als 1, mıt dem 
Charakter einer ganzen Funetion eindeutig definirten analytischen Function 
F(z) des complexen Argumentes z=r.e!"=r-+yr. 

Daher besitzt die Function « für alle im Innern der Kreisfläche lie- 
senden Punkte z in Beziehung auf dıe unabhängigen Variablen z und y par- 
tielle Ableitungen aller Ordnungen und genügt in demselben Umfange der 
Differentialgleichung Au. 

Wegen der vorausgesetzten Periodicität der Function ff) kann 


y 


statt des Integrals 


ikilıaıı 





.) 
1 u 4 \ j—/ ] 
U Ta: . a nr / } 
27 N 1— 2r cos (V g)—r? 
I 
L u 
ne 1 ‚2 
# 
/ ’ I —— r\ eo —_.. Ah 
2 : ’ “3 I # 1 >r COS ılı —/ fi 
setzen. und da für alle Werthe von r. welche kleiner sınd als 1, den Werth 
—] ausgeschlossen. das Integral 
——T 1 y4 
Se ns 
2 1—2r cos Wr 
Werth 1 hat. so gilt ın demselben Umfange die Gleichung 
IA 4 . j f 
„+5 SU) I) —— Ay 
J 7 ! J [ 
de . < l ZI GOB ! 7 
Lu2 Ss’ Z Zei e Ja» > Il ch Ist. Il BT )iflerenz | / ie 
4 de + » 4 . ’ l.| \ 
7 y SLZU2 € Jasr h W th ol 7 ru I ill 
a7 . ’ ' 
ann Da 2 ’ I 13 Jene Grenze nicht Überschi l 
T LI’ 
7 vi Tr if WW. tn ( Inteor \ j () ’ \ l j | li 
© 4 5 
Bi Q at t, r + as f} Il K je f ji 4] f } | } 1 | T 
rg mehene (Iröus 
7 . 4 { { 
wnepen Ge] Period eıtät der Function fig, kann das Intervall li 
- un ner welienes Sıicn di Inte orat on ersireo Wi weist Itiil co) with 
N £ ‚try rt j, sıbhı #1 d,# re} () { Fi jeje 1j Jiit: j L ill ‚li 
& A \ \ 4,4% 
. Zn ) 4 ‘ 
Nihngarre sich + gott Interyallı yit ) \ n In 0 hefi jet if 
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der unter dem Integralzeichen vorkommende Nenner stets grösser als 
2r (1- COS N). Die Differenz Iy t ıf ) /(y) bleibt, stets kleiner als 2g 
wenn g den grössten Werth des absoluten Betrages von f(y) bezeichnet 


Folglich ıst der Beitrag, den dieses Intervall zu dem Werthe des Integrals 


er, g(l—r?) 
he ert I I er Se r) .y \ - 4 » I) c a 3 ’ a 
fert, numerısch kleiner als (1 6065) Wie klein man aber auch die 


En \ . . i ’ ö . 
Grösse d, die ımmer von Null verschieden bleibt, in der Folge zu wählen 


für gut finden wird, durch entsprechende Verkleinerung von I—r kann 


g(l—r?) 


man über die Kleinheit von 
r(1-—-cosd) ? 


gebieten.”) 
Es bleibt noch das Integral 


| —r? 


Hd 
nf Yotm I) ar dv 


2r cos) — r? 


zu betrachten. 

Bezeichnet man mit # eine Grösse, welche der absolute Betrag der 
Differenz /f(y-+ w)—-f(y) ın dem Intervalle — I <w=l nicht überschrei- 
tet, so ist der Werth dieses Integrals numerisch kleiner als 


£ +J Bam yr3 


2, 1 —?2r cos Wr? 
) | 


also auch kleiner als 


& + l—r? 
c ee f a 7 dv. 
IT. l— 2r cos Wr? 


d. h. kleiner als «. 
Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der Function f(g) lässt sich 
nun, wie klein auch die von Null verschiedene Grösse z angenommen wer- 





*) Noch engere Grenzen ergiebt folgende Schätzung. Das Integral 


1 2n—d Re r? 
/ Vo+W SO HT dt 
ü) 
ist dem absoluten Betrage nach kleiner als 
g 2n—d | l - aaa os 29 a a Fer l 3 
Tl, 1 — 2rcosw-+-r? he ad ihprer- —., h 


also auch kleiner als 
4g l—r 


a(l+r) 0 
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den möge, stets eine von Null verschiedene Grösse d angeben, so dass für 
alle dem absoluten Betrage nach die Grösse $ nicht überschreitenden Werthe 
von y und zugleich für alle Werthe von y der absolute Betrag der Diffe- 
renz2 f(p+w)— f(y) kleiner ıst als e; es verschwindet daher das angege- 
bene Integral für alle Werthe von y gleichzeitig mit Ö. 
Hiermit ıst der oben ausgesprochene Satz in allen seinen Theilen 
bewiesen 
Für die Formulirung des hier mitgetheilten Beweises ist eine For- 
derung massgebend gewesen, welche ım Januar d. J. von Herrn Heine 
brieflich mir gestellt wurde, ım Wesentlichen des Inhalts: Wie klein auch 
eine von Null verschiedene Grösse « angenommen werden mag, es ımnuss 
möglich sein, eine von Null verschiedene Grösse go anzugeben, so dass — 
für alle Werthe von r, für welche die Differenz 1—r von Null verschie- 
und kleiner als go ist, und zugleich für alle Werthe von y — der ab- 
solute Betrag der Differenz u(r, „)—f(g) kleiner ist als die Grösse :'. 
Näheres über die Bedeutung dieser Forderung enthält eine Abhand- 
ung des Herrn Heine: „ Ueber trigonometrische Reihen“*), eine Abhand- 
lung. welche alle Mathematiker mit lebhafter Freude begrüssen werden. 
Ein analoges Verfahren führt zu einem strengen Beweise der ent- 
rechenden Formel, durch welche die partielle Differentialgleichung 
a°’V 3:V 3:V 


_ ne ; 
! 1.9 3 
OU“ O2 


= U 


2 
OA 


für das Innere eınes kugelförmigen Raumes ıntegrirt wırd. an dessen Ober 


fläche die Function V vorgeschriebene Werthe annehmen soll. 
Hinsichtlich dieser Aufrabe möge auf zwei Schriften des Herrn Ü. Neu 
mann verwiesen werden. deren Titel folgen: 


„uösung des allgemeinen Problemes über den stationären |1« inperi 


Kugel.“ Halle, beı H. W. Schmidt, 1861 


turzustand einer homopenen 
® 4 A “ | 3 ’ u r . p E f j 
„Allpemeıne Lösung des } roblemes über den stationären li miperä 


turzustand eınes homogenen Körpers welche: yo irgend zweı nıchtoon 


Hall« 7 H. W. Schmidt 1867 


eentrischen Kugelflächen begrenzt wird.“ 


m 


Dieses Journal. Bd. 7]. 8. 353 
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8.6. 


Die analytısche Function F(z) ist im Vorhergehenden durch ein be- 
stimmtes Integral dargestellt worden. Aus demselben ergiebt sich eine 
zweite Darstellung der Function F(z) durch eine für alle Werthe von z. 
deren absoluter Betrag kleiner ist als 1, unbedingt convergirende, nach 
Potenzen von z mit ganzen positiven Exponenten fortschreitende Reihe 


’ m 1 N . 
Fo)—;- gr VE Or 


> 


Die Function «(r, g) ıst der reelle Theil der Function F(z); man erhält 
daher aus der vorstehenden Gleichung die Entwickelung 


| Ei 
ur, p) gem Ei /w) dw 
— 7 


‚ı 


| = [sw cosmwdip. coomp+— A Kv)sinmw dw. sinmg).r 


ni 


1} 


- 


IM 


1 


n 


(m=1, 
Wird r gleich 1 gesetzt, so geht die rechte its der vorstehenden Glei- 
chung in die Fouriersche Reihe für die Function f(y) über.*) 

Mitunter ıst es nützlich, einen Werth zu kennen, welchen der ab- 
solute Betrag der Differenz u(r,y)— w(0) als Function von r nicht über- 
schreiten kann, sobald die Werthe u(l,g)=f(g) eine endliche Grösse g 
dem absoluten Betrage nach nicht überschreiten. 

Man erhält 


ur, p)—u(0) | <IFzZ)— F(0)]<2g. mr 





) In seiner Schrift: „Das Dirsehletsche Prineip” ist Herr ©. Neumann von der 
Darstellung einer der Differentialgleichung Nu=0 für die Fläche eines Kreises ge- 
nügenden [ unction durch das über den Rand der Kreisfläche zu erstreckende Posssonsche In- 
tegral (s.$.4 und die Anmerkung p. 226 wieder abgegangen und hat die Fouriersche Reihe 
zum Ausgange gewählt. Einen ähnlichen Gedankengang deutet Herr Schläfli im 
72. Bande dieses Journals pag. 283 an. Dass diese Methode nur eine heuristische 
ist und einer vollständigen Deduction bedarf, ist der Kern der von Herrn Heine 
(d. Journ., Bd. 71, p. 361) und Herrn Prym (d. Journ., Bd. 73, p. 340) gegen dieselbe 
geltend gemachten ' Baıe Fendlig In welchem Sinne aber, muss man fragen, ist die 


Behauptung Z#tiemanns zu verstehen, welche derselbe am Schlusse des S. 9 seiner 
Habilitationsschriit („Ueber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigono- 
metrische Reihe“) ausspricht? 
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I ng? 


>r CIS Te I y"? 


l gr | 
ur, UN) ;,;/ "ot Wo — I)dıp, 
ale /(y 4g ö * 
ur, y)—Uu V)<Z are sin r.”) 

Maı 1870. 


Fortsetzung und Erweiterung der in den vorhergehenden 
Paragraphen enthaltenen Untersuchungen. 
8.7. 

Die für die Fläche eines Kreises mit dem Radius 1 erhaltenen Un- 
tersuchungsergebnisse sind nach verschiedenen Richtungen einer Erweite- 
rung fähig. 

Es ıst zunächst klar, dass die aufgestellten Formeln für die Fläche 
eines Kreises mit dem Radius # Gültigkeit erhalten, wenn in denselben 
k 
R 


mehr dieselbe Bedeutung wie in $. 4.) 


an die Stelle von r gesetzt wird. (Hierbei besitzt / natürlich nıcht 


Hierdurch geht die ın $.4 und $. 5 angegebene Formel ın die fol- 
sende über 
l 
U (r, p) Pr. 


Ta 


R’—r’ 
R® — 2Rr cos ("—p)-+r? 


] it f( ’ i R Bm 2 r? 
— ’ ur) _—— 
2m, . ’ R* — 2Rr cos (V—p)-+r? 


0 


‚2 
4 6 
/ u(R,w) 


dı 


dıy 


mit der Bedingung O<r< R, und dem Zusatze u(R, y)=/(Y). 
Die Function f(y) des reellen Argumentes 4% ıst bisher den Bedin- 
gungen endlich, stetig, eindeutig und mit der Periode 27 periodisch zu 


sein unterworfen gewesen. Die angegebene Formel kann aber für das 





Innere der Kreisfläche eine bestimmte Bedeutung haben, auch ohne dass 





*) Wenn insbesondere (0) den Werth Null hat, so kann der absolute Betrag 
4g 


von u(r,g) als Function von r betrachtet den Werth retgr nicht überschreiten, 


- 
Diese Bestimmung ergiebt zugleich die engste Grenze, welche unter den angegebenen 
Voraussetzungen zulässig ist. 

Journal für Mathematik Bd. LXXIV. Heft 3, | 50 
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die Function /(y) für alle dem Intervall von 0 bis 27 angehörenden Werthe 
von g endlich, stetig und eindeutig erklärt ist, und zwar wird dieses stets 
und nur dann der Fall sein, wenn diese Function im Aremannschen Sinne 
($. 5 der Habilitationsschrift) durchgehends eine Integration gestattet. 

Die Untersuchung soll jedoch hier nicht in dieser Allgemeinheit ge- 
führt, sondern (ebenso wie in der Abhandlung des Herrn Prym) auf fol- 
genden Fall beschränkt werden. 

Die Function f(y) sei mit Ausnahme derjenigen Werthe von g. 
welche modulo 2n einem der m Werthe 1, as »+* Pry +++ fm — die 
sämmtlich kleiner als 21 und von einander verschieden angenommen wer- 
den können — congruent sind, für alle reellen Werthe von g als eine 
endliche, stetige und eindeutige, bei Vermehrung des Argumentes um 27 
periodisch sich wiederholende Function des reellen Argumentes y erklärt; 
bei der Annäherung der Variablen y an einen der ausgeschlossenen Werthe, 
z. B. an den Werth %,, nähere sich, sowohl wenn g stetig wachsend, als 
auch, wenn % stetig abnehmend dem Werthe g, sich nähert, der Werth 
der Function f(y) je einer bestimmten endlichen Grenze, welche nach dem 
Vorgange Dirichlets im ersten Falle mit f(y,— 0), im zweiten mit /(y.-+0) 
bezeichnet werden soll. 

Ist die Differenz f(p.+0) —f(y.—0), welche mit A, bezeichnet wer- 
den möge, eine von Null verschiedene Grösse, so besitzt die Function /{g) 
für alle Werthe von y, für welche =, (mod. 2), zwei Werthe und er- 
fährt in denselben eine Stetigkeitsunterbrechung. Des Folgenden wegen soll 
jedoch der Fall nicht ausgeschlossen werden, dass A, auch gleich Null sein 
kann, ın welchem Falle der Werth „, und die ihm congruenten mit Rück- 
sicht auf die Stetigkeit der Function f(y) nicht zu den singulären ge- 
hören. 

Solche Unstetigkeiten, welche durch Abänderung des Werthes der 
Function in einem Punkte aufgehoben werden können, sogenannte hebbare 
Unstetigkeiten, sollen der Kürze wegen hier und im Folgenden von der 
Betrachtung ausgeschlossen werden. 

Dieselbe Unstetigkeit, welche die Function /(y) in den Punkten 
besitzt, für welche „==, (mod. 27), zeigt die Function 
— = (a—(y'-9,), 





= arc tg ( 


te+ (P—-P.) 
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vorausgesetzt dass A, von Null verschieden ist, und dass der Variablen p 
auf der rechten Seite der vorstehenden Gleichung stets der dem Intervalle 
p, + +27 angehörende Werth beigelegt werde, welcher modulo 27 
dem Werthe der Variablen y congruent ist. 

Hier und im Folgenden, mit Ausnahme einer Stelle in $. 9, bedeutet 


. ö . ’T Tt > ’ ‘ 
die Function arcus tangens den zwischen — > und + —- liegenden eindeutig 


bestimmten Bogen, dessen Tangente den vorgeschriebenen Werth hat. 
Wird nun die Differenz 
I) — TEA artg——) W=1,2,... m) 
We > \tg4(W-P.) 
gebildet und mit /,(y) bezeichnet, so ist durch diese Festsetzung die 
Function f,(y) für alle Werthe von y mit Ausnahme der den Werthen y 
congruenten als eine endliche, stetige und eindeutige Function ihres Argu- 
mentes erklärt und zwar besteht für alle Werthe von » die Gleichung 
I, -V)ehy. rV). 

Wird daher für diejenigen Werthe von %, auf welche die Erklärung 
der Function f(y) sich nicht erstreckt, die ergänzende Bestimmung ge- 
troffen, es solle, wenn y=Y, (mod. 27), der Werth der Function durch 
die Gleichung A (y.)=f(y.—O)=f(y. +0) bestimmt werden, so genügt 
die durch diese erweiterte Definition für alle reellen Werthe von p ein- 
deutig erklärte Function /(y) ın voller Strenge den in $.5 angegebenen 
3edingungen. 

Es werde nun angenommen, für alle Punkte der Fläche S des mit 
dem Radius 1 um den Nullpunkt beschriebenen Kreises, mit Ausnahme 
einer endlichen Anzahl von Punkten des Randes, nämlich der Punkte 
2,—e'., sei eine reelle Function « der beiden reellen Argumente x und y 
so erklärt, dass dieselbe für diese Fiäche S mit Ausnahme der angegebe- 
nen Punkte des Randes den in $. 1 angegebenen Bedingungen I genüge 
und längs des Randes mit Ausnahme der Punkte z, mit der Function f() 
übereinstimme. 

Dies ist aber so zu verstehen: man denke sich für jeden der sın- 
gulären Punkte ein Gebiet construirt, welches denselben ganz in seinem 
Innern enthält, und dessen Begrenzung eine beliebige Gestalt haben darf; 
am einfachsten ist es, jeden der singulären Punkte als Mittelpunkt einer 


oO 


Kreisfläche mit dem Radius o zu betrachten, wo o eine veränderliche 
on* 
30 
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Grösse bezeichnet, welche keiner anderen Bedingung unterworfen ıst, als 
positiv und von Null verschieden zu sein. Werden nun alle diejenigen 
Theile des Gebietes 5 ausgeschieden, welche ım Innern eines dieser Kreise 
liegen, so soll die Function «, wie klein auch g gewählt werden möge, 
für den übrigen Bereich den Bedingungen I in aller Strenge genügen und 
auf dem frei gebliebenen Rande von S mit f(y) übereinstimmen. 

is wird nun von dem Verhalten der Function « in der Nähe der 


singulären Punkte abhängen, ob die Funetion u durch ihre Randwerthe 
u(l,y)=f(y) und die übrıgen Bedingungen bestimmt ist, und ın wiıefern 
eine der in $. 4 angegebenen analoge Schlussweise auch ın diesem Falle 
gestattet ıst. 

Es bezeichne Zt eine von r, g, w unabhängige veränderliche Grösse, 
deren Veränderlichkeit zunächst auf solche Werthe beschränkt wird, die 
kleiner als 1 sind. Dann ist nach der am Anfange dieses Paragraphen 
angeführten Formel für alle Werthe von r, welche kleiner als Z sind, 

2 2 _p2 
ur, De u, ı) BR OT 


0 


dım. 


7 


Wenn nun die Function « in der Nähe der singulären Punkte sich 
so verhält, dass geschlossen werden kann, es gehe das Integral auf der 
rechten Seite der vorstehenden Gleichung für lim A=1 stetig ın das In- 
tegral 

1—-r? 


1 2 7 
2.) I 


über, so wird, und nur in diesem Falle, dıe Schlussweise des $. 4 mit ihren 
Folgerungen sich unverändert auf den vorliegenden Fall übertragen lassen. 

Ein zur Vorsicht mahnendes, sehr einfaches Beispiel zeigt, dass die- 
ser Schluss nicht ohne eine specielle Voraussetzung zulässig ist. 


Man setze 


are | 2 Bi 
7 A\1-4+2!° 1+2rcosp-+r?? 


wo der vorgesetzte Buchstabe N nach der Bezeichnungsweise des Herrn 
Weierstrass bedeutet, dass der reelle Theil des nachfolgenden Ausdruckes 
genommen werden soll. 

Die Curven constanter Werthe von « bilden eine Schaar von Krei- 
sen, welche einander und die Begrenzung von S im Punkte z2=—1 be- 


rühren. Mit Ausnahme dieses Punktes, für welchen die Funetion nicht 
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erklärt ist, genügt dieselbe für die Fläche S den Bedingungen I und hat 
auf dem Rande von S überall, wo sie erklärt ist, den Werth Null. Es 
steht daher frei, den Werth von « für den Punkt z2==—1 durch eine be- 
sondere Definition zu fixiren, und zwar möge w(l, 1)—=Ü0 gesetzt werden. 


Dann ıst 
1 r? 


1 a7 N | 
23) u (2, w) 1 — 2r cos (ı" p) £p2 din 


für jeden Werth von r und g gleich Null und stimmt also mit der vorher 
erklärten Function nicht überein. Unter den angegebenen Festsetzungen 
ist demnach ein Grenzübergang aus dem über die Peripherie des Kreises 
mit dem Radius / zu erstreckenden Integrale in das über den Rand von 
S zu erstreckende Integral necht gestattet. Der Grund hiervon liegt in dem 
Umstande, dass in diesem Falle der Werth von v(r, y) bei der Annäherung 
des Punktes z=r.e'” an den Punkt z=—1 unendhch gross oder näher 
bestimmt, unendlich gross erster Ordnung werden kann. 


3ei Anwendung des von Herrn Prym gewählten Systems von Po- 





larcoordinaten »o, » mit dem Pole 2=—-1 ergiebt sıch: 
z—=—1-to.e " 
und 
1—r? 1—: . 2 2 sın ı 
_ .——— — — RI )—=NR b Am == — 1. 
1l+2rcospy—+r? I-+z l-+2 n 


Anders verhält es sich in dem folgenden Falle. Es werde gesetzt 


*/, Y r sin p nm log(l-+:) 7 
u (ir, g)==arcig „—— = arcig — N en SEE un Ti, 
nr) l+zs © 1+rcosgp 2 


Das System der Linien, längs welcher «® constante Werthe hat, ıst 


ein geradliniges Strahlbüschel, dessen Mittelpunkt ım Punkte == — 1 liegt. 
Auch in diesem Falle ist die Funetion #* für den Punkt = —1 nicht er- 


klart. Von dem vorhergehenden unterscheidet sich aber der gegenwärtige 
Fall wesentlich dadurch, dass die Function «#* bei der Annäherung an den 
singulären Punkt endlich bleibt; denn, ein wie kleines den Punkt =— | 
enthaltendes Gebiet man auch aus der Fläche S ausscheiden mag, für das 
übrig bleibende Gebiet genügt die Function «* den Bedingungen I (sogar 
den engeren Bedingungen I]), und der absolute Betrag von u” überschrei- 
tet nirgends den Werth 2 


Im Folgenden soll nun gezeigt werden, dass für die Funetion «* 


der erwähnte Grenzübergang mit voller Strenge gestattet ıst. Um jedoch 
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dem Beweise gleich eine etwas allgemeinere Fassung zu geben, möge die 
Grösse, welche der absolute Betrag von u* nirgends überschreitet, mit 9 
bezeichnet werden. 

Es gilt, wenn R dieselbe Bedeutung hat, wie vorher, für alle 
Werthe von r, welche kleiner als R sind, und für alle Werthe von die 
Gleichung | 

£ 1 nm 8 
Nez ÜRY) Een) Fe, 


0 

Bei dem Uebergange von R in den Werth 1 hört die Stetigkeit der Func- 
tion u*(R, w) bei dem Werthe y==n auf. Man ersetze daher, diese Un- 
stetigkeitsstelle durch das Intervall 7—& ... n+. ausschliessend, wo J 
eine positive Grösse bezeichnet, das Intervall von 0 bis 217 durch zwei 
andere Intervalle, nämlich durch das Intervall von —n-+-J bis 7—d und 
das Intervall von n — d bis n-+Jd, welche Ersetzung wegen der Periodiei- 
tät der Funetion vu*(R, ı) als Function von y gestattet ist. 

Das dem ersten Intervalle entsprechende Integral ist zufolge der 
Voraussetzung sicher eine stetige Function von Ä und zwar einschliesslich 
für den Werth A=1. 

Man kann daher das dem ersten Intervalle entsprechende Integral 
der Summe 





1 n—d * 1 ” Pr | 
Zu u (l, ) 4 Jr cos (w—-g)-+ Per div nm & 
7 


gleichsetzen, und zwar bedeutet in dieser Gleichung «, eine Grösse von der 
Eigenschaft, dass nach vorausgegangener Annahme von d durch die Fest- 
setzung, die Differenz 1— RR dürfe eine gewisse Grenze go nicht überschrei- 
ten, über die Kleinheit des absoluten Betrages von &, verfügt werden kann. 

Da nun die Function v* zufolge der Voraussetzung an keiner Stelle 
die Grösse g dem absoluten Betrage nach überschreitet, so kann man 
setzen 











l nd * \ 1 un r? 
ul “u U (1,ıw) i_9% 608 (W-p)—tr? dv — 
—n 
1 +7 5 1 pt 
nn ti neniretn 


u; 


wobei für u*(1,7) und w*(1,—a) die Werthe u*(l,r —0) und 
u*(1,—n-+0) einzusetzer sind (dıe Bezeichnung erläutert die Art des 
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Grenzüberganges), und wobei «, dem absoluten Betrage nach kleiner als 
) r 
I. ist. 
er 

Der Werth des dem zweiten Intervalle entsprechenden Integrales ıst 

' R-+r “ ; 

dem absoluten Betrage nach kleiner als 9.7 —,. ? und möge bezeichnet 
werden mit g;. 


Hieraus ergiebt sich die Gleichung 


1—r? 


Ze 1 eo m = 
uw (r,g)— | u" (l,w) pa erg mar) wu dv=s-+8+ 8; 


u, 





Da nun über die Kleinheit des absoluten Betrages von &, und von 
&;, also auch von «+; durch gehörig kleine Wahl von d, und nach ge- 
troffener Wahl von J durch gehörig kleine Wahl von o, beziehungsweise 1—A, 
über die Kleinheit des absoluten Betrages von &, verfügt werden kann, und 
da überdies der Werth der Differenz auf der linken Seite der vorstehenden 
Gleichung von der Wahl der Grössen d und ZA überhaupt unabhängig ıst, 
so folgt, dass jene Differenz den Werth Null hat. Dieses sollte bewiesen 
werden. 

Dem vorstehenden Beweise ist gleich eine solche Fassung gegeben 
worden, dass derselbe ohne Schwierigkeit auf den Fall ausgedehnt werden 
kann, ın welchem eine Funetion «* für die Fläche S eines Kreises mit dem 
Radıus $% mit Ausnahme einer endlichen Anzahl von Punkten des Randes 
2,=#BR.e", v=l, 2, ... m) so erklärt ist, dass dieselbe für alle übrigen 
Punkte den Bedingungen I genügt, wenn ausserdem bekannt ist, dass der 
Werth von u* bei der Annäherung des Punktes z an einen der singulären 
Punkte des Randes stets endlich bleibt, d. h. eine bestimmte endliche von 
dem Grade jener Annäherung unabhängige Grösse y dem absoluten Betrage 
nach nıemals überschreitet. 

Die hieraus sich ergebenden Schlüsse sind den in den beiden letz- 
ten Absätzen des $. 4 gezogenen völlig analog. Die Function «* ist also 
durch die angegebenen Bedingungen eindeutig bestimmt. 


Dieser Beweis unterscheidet sich in mehrfacher Beziehung von dem 
Beweise, den Herr Prym in dem $. 5 seiner oben erwähnten Abhandlung 
gegeben hat, insbesondere dadurch, dass über die Art der Unstetigkeit der 
Function u*, beziehungsweise deren Vieldeutigkeit bei der Annäherung des 
Punktes z an einen singulären Punkt des Randes keinerlei andere Voraus- 
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setzung gemacht wird als die, dass die Function «* ım erklärten Sinne 
bei der Annäherung an die sıngulären Punkte endlich bleibe. 

Auch Herr Ü. Neumann macht (Berichte d. K. Sächs. Ges. d. W. 
1870, p. 278 und 279) eime solche specrelle Voraussetzung. 

Jede solche im Voraus gemachte specielle Annahme über die Art 
des Verhaltens einer Function % bei der Annäherung an einen singulären 
Punkt unterliegt jedoch, wenn dieselbe mehr enthält als die unerlässliche 
Forderung, dass die Function bei der Annäherung endlich bleibe, wie mir 
scheint, nicht unerheblichen Bedenken. Sobald nämlich nur die Endlich- 
keit der Function « ın der Nähe des singulären Punktes gewiss ist, zeigt 
sich, dass die gesuchte Function % durch diese und die übrigen Bedingun- 
gen bereits bestimmt ıst, so dass sich also eine vorhergehende speciellere 
Annahme als unnöthig erweist. Ueberhaupt scheint mir das Verhalten 
einer Function # ın der Nähe eines solchen Punktes, wenn deren Endlich- 
keit in der Umgebung desselben vorausgesetzt wird, Gegenstand der Un- 
tersuchung, nicht aber Gegenstand der vorhergehenden freien Verfügung 
zu sein, da jede andere specielle Annahme, als diejenige, die die Herren 
C. Neumann und Prym gemacht haben, zur Folge haben würde, dass 
keine Function ewistirt, welche den gestellten Bedingungen genügt. 

Dass aber andererseits dıe Annahme, welche Herr Ü. Neumann ge- 
macht hat, nıcht allgemein genug ıst, zeigt sich, sobald die Begrenzung 
des Bereiches 7’ Spitzen enthält, denn für diese reicht die Annahme des 
Herrn Ü. Neumann nıcht mehr aus, es müsste vielmehr an die Stelle der- 
selben eine Annahme treten, welche mit dem von mir in dem Monats- 
berichte der Berliner Akademie vom October 1870, p. 777 ausgesproche- 
nen Lehrsatze sich in Einklang befindet. — 

Durch den vorhergehenden Beweis ist speciell auch die Richtigkeit 


der Gleichung 





arc to — — 
Ol+rcosp 2n, 
ui 


"sinp l - l l—r? 


rl 
2 


"1 2r cos (w—g)+r? Ay 


für alle Werthe von r, welche kleiner als 1 sind, bewiesen, eine Gleichung, 
welche übrigens leicht auch auf anderem Wege vermittelst Reihenent- 
wickelungen erhalten werden kann. 

Wird nun in dieser Gleichung die Variable g mit rm — (p—y,) veı- 
tauscht und die Function, in welche der Ausdruck auf der linken Seite 
hierdurch übergeht, mir «® bezeichnet, so ergiebt sich 
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U, *— arctg _— .- N ns 
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l—r? 


u arc tg . ] 
fa _— a 5 ee we en 
5 oO (ig (uw r, )) ] “ 2r cos (W- pP) 2 VALUE 


eine Gleichung, von welcher im folgenden Paragraphen Gebrauch gemacht 


werden wird. 


47) 


N 


Es handelt sich nun darum, analog der in $. 5 durchgeführten Un- 
tersuchung den Existenzbeweis zu führen, und das Verhalten des die ge- 
suchte Function darstellenden Integrals in der Nähe der singulären Punkte 
z,—e', zu untersuchen, ın welchen entweder die Reihe der vorgeschrie- 
benen Randwerthe eine Stetigkeitsunterbrechung erfährt, oder die Stetigkeit 
der Function «® ungewiss ist. 

Die Untersuchung lässt sich leicht auf den ın $. 5 betrachteten Fall 
zurückführen. Unter Beibehaltung der übrigen in $. 7 erklärten Bezeich- 
nungen möge die Function «”(r,y) für alle Werthe von r, welche kleiner 
als 1 sind, durch die Gleichung 


#/, 1 fan. jıya 
N IN en 


und für r=1 durch die Gleichung «"(1,y)=/f(y), soweit diese nämlich 
einen bestimmten Sınn hat, erklärt sein. 

Für jeden ganz ım Innern von S liegenden Bereich genügt diese 
Function (vergl. den Beweis ın $. 5 unter a.) den Bedingungen Il, es han- 
delt sich also nur darum, das Verhalten der Function für lımr==1 zu un- 
tersuchen. 

Zu diesem ap werde an die Stelle von /() die Summe 


l N 
Fa; u —/,(w) +- u A,UrcC tg (teilung | 5) (vl, zZ, 0. M) 


(s. den vorhergehenden Paragraphen) gesetzt; hierdurch geht der Ausdruck 
für u*(r,y) in eine Summe von m-+1 ebenso gebildeten Integralen über. 


jezeichnet man nun das dem ersten Gliede /,(y) entsprechende Integral, 


welches sich ganz im Falle des in $. 5 betrachteten befindet, mit «,(r, p) 
Journal für Mathematik Bd. LXAIV. Heft 3, 3 
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oder mit %,, die übrigen dagegen zufolge der letzten Gleichung in $. 7, so 
ergiebt sich 


"ut ZzA,w vul, 2, 0. 


Durch diese Darstellung ist die Stetigkeit der analytisch dargestell- 
ten Function «* längs des Randes mit Ausnahme der Umgebung der sin- 
gulären Punkte z,—e'', bewiesen und gleichzeitig die Art des Verhaltens 
dieser Function in der Umgebung dieser Punkte charakterisirt. In der Um- 


id 


sebung eines singulären Punktes 2,=e'’. unterscheidet sich nämlich die 
. ’ " A 1 . ; s 
Funetion «* von der Function = A,.u” nur durch eine in diesem Punkte 


vollkommen stetige Function. 

Hiermit ist also die Existenz einer den angegebenen Bedingungen 
genügenden Function dargethan, und zwar hat sich hierbei ergeben, dass 
die besondere Art ihres Verhaltens in der Nähe der singulären Punkte in 
dem betrachteten Falle eine Folge der übrigen Eigenschaften ist. 

Die dargestellte Function genügt also für das Gebiet, für welches 
sie erklärt ist, mit Ausnahme derjenigen singulären Punkte z,=e'’. des 
Randes, für welche das entsprechende A, von Null verschieden ist, im an- 
gegebenen Sinne den Bedingungen I, stimmt für alle Punkte des Bandes 
mit Ausnahme der erwähnten singulären mit der gegebenen Function /(y) 
überein und bleibt zugleich bei der Annäherung an jene singulären Punkte 
endlich. 

Der hier mitgetheilte Beweis, der übrigens ebensowenig wie der im 
vorhergehenden Paragraphen vorgetragene darauf Anspruch macht, neue 
(Gedanken zu enthalten, scheint mir etwas einfacher zu sein als derjenige, 
dessen Herr Prym ın seiner mehrfach erwähnten Abhandlung sich be- 
dient hat. 

Wird nun die Voraussetzung gemacht, dass A, für einen speciellen 
Werth von » gleich Null sei, so liegt in dem Vorhergehenden bereits 
zugleich der Beweis dafür, dass dıe einzige, den übrigen Bedingungen ge- 
nügende Funetion in der Umgebung des Punktes z, ebenfalls stetig ıst, 
während bei der Herleitung (s. $. 7) die Stetigkeit in diesem Punkte un- 
gewiss gelassen und nur festgesetzt war, dass die Function in der Umge- 
bung dieses Punktes endlich bleiben solle.”) 





“) Es kann erwähnt werden, dass dieser Satz sich folgendermassen verallgemei- 
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Es gilt auch hier die Bemerkung, dass, wenn an die Stelle der 


Kreisläche mit dem Radius I eine solche tritt, deren Radius R ist. 
. ‚ yY\ r . ‘ r 
dann in der aufgestellten Formel FR dıe Stelle von r zu setzen ist. 


3ezeichnet nun g die obere, k die untere Grenze aller derjenigen 
Werthe, welche die Function /(y) annehmen kann, von der vorausgesetzt 
werden möge, dass sie nicht constant sei, so ist von den Differenzen 
f(y)_—g9 und /(y) — k die erste nie positiv, die zweite nie negativ. Hier- 





aus folgt, dass von den beiden Differenzen u(r,p)—g und u(r,g)—k, 
wenn r<Z1 ist, die erste nur negative, die zweite nur positive Werthe an- 
nehmen kann, da diese Differenzen beziehlich mit den Integralen 


1 Dn,, 1—r? 
37.) " WI hi -2r cos (UV—g) tr? ' dm 


und 
] ni _ \ \ ] r? 
2r. V Gi i ) 1 — 2r cos (W—gp) + r? dıy 


übereinstimmen. 

Es liegt daher der Werth von » für einen inneren Punkt von S 
stets zwischen g und k, d. h. dem Werthe der oberen und unteren Grenze 
aller derjenigen Werthe, welche diese Function längs des Randes von S 


annehmen kann. 


e ( 
2. } 


Den Inhalt dieses und des folgenden Paragraphen entnehme ich 


nern lässt: Wenn für irgend einen von einer endlichen Anzahl analytischer Linien 
begrenzten Bereich 7’ mit Ausnahme einer endlichen Anzahl von Punkten im Innern 
oder auf dem Rande eine Function % so erklärt ist, dass dieselbe 

l. für den Bereich 7 mit Ausnahme jener Punkte, für welche es ungewiss oder 
noch unentschieden ist, im angegebenen Sinne den Bedingungen I genügt, 

2. bei der Annäherung an jene Punkte endlich bleibt, 
während 

3. hebbare Unstetigkeiten ausgeschlossen bleiben, 
so ist diese Function eo ipso auch für alle inneren Punkte und für diejenigen Punkte 
des handes stetig, in welchen die Reihe der Randwerthe eine Stetigkeitsunterbrechung 
nicht erfährt. | 

Auf den strengen Beweis dieses Satzes kann ich jedoch, soweit sich derselbe auf 
solche singulären Punkte bezieht, die am Rande liegen, in dieser Mittheilung nicht ein- 
gehen, da derselbe mich hier zu weit vom nächsten Zwecke entfernen würde, und 
ich muss mich daher damit begnügen, hinsichtlich dieses Beweises einstweilen auf die 
in dem Monatsberichte der Beiliner Akademie vom October 1870, pag. 775— 777, ge- 
gebenen Andeutungen zu verweisen, | 


1% 
3] 
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einer Abhandlung über die Integration der partiellen Differentialgleichung 
/\u=0, welche ich im November 1869 Herrn Äronecker und Herrn Weier- 
strass mitgetheilt habe. Der zunächst befolgte Gedankengang ist dem- 
jenigen, welchen Aremann im 54. Bande dieses Journals auf p. 101 und 
102 (p. 1 und 2 des Separatabdruckes) entwickelt hat, und der, wie be- 
kannt, in der Theorie der analytischen Functionen häufig zur Anwendung 
selangt, vollkommen entsprechend. Es freut mich, constatiren zu können, 
dass ich mich in diesem Theile der Untersuchung hinsichtlich der Methode 
der Beweisführung mit Herrn Ü. Neumann ganz in Uebereinstimmung be- 
finde. Man vergl. Mathematische Annalen von Ülebsch und Neumann, 
3d. 8, p. 338—339 (October 1870) und Monatsbericht der Berliner Akade- 
mie vom October 1870, p. TTO—T7T1l. — 

Unter den Bedingungen I sei für den Bereich T’eime Function x de- 





finirt: im Innern von 7 denke man sich einen Kreis, dessen Mittelpunkt 
die Coordinaten x, und y, haben möge, dessen Radıus gleich Zt ist und 
dessen ganze Fläche dem Innern von 7 angehört. 

Für die Fläche dieses Kreises ıst die Function « mit den Bedin- 
sungen II erklärt, es ıst also nach dem Vorhergehenden die Existenz 
höherer Ableitungen von u für alle inneren Punkte x,, y%, des Gebietes T, 
sowie die Entwickelbarkeit des Werthes von « für die dem Punkte x,, % 
benachbarten Punkte x, y nach Potenzen von 2—x, und y—y, beziehungs- 
weise nach Producten aus Potenzen von r=V(r-x,)?+(y—y,)? und den 
Y-%o 


W& — Äd 0 


Sinus und Cosinus der gleichnamigen Vielfachen von g==arc tg 
eine nothwendige Folge der Voraussetzungen |. 

Die Zahlencoeffiecienten der einzelnen Glieder des Functionenelemen- 
tes z(r, g), welches die Werthe von « für alle in der Umgebung des Punktes 
%,, % liegenden Punkte darstellt, sind unabhängig von der Grösse des 
Radıus ZA desjenigen Kreises, welcher zur Bestimmung dieses Functionen- 
elementes gewählt wırd; denn zwei Functionenelemente, hergeleitet mittelst 
zweier Kreise, welche die Radien R und A haben, wo M>R, müssen 
für alle Werthe von r<R mit einander übereinstimmen und hieraus tolgt 
die Gleichheit aller entsprechenden Glieder beider Elemente. Es haben 
daher auch beide Elemente denselben Bereich der Gonvergenz,. 


Daher convergirt die nach Potenzen von r fortschreitende Reihe, 


durch welche ein solches Functionenelement dargesteilt wird, sicher, wenn 
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r kleiner ıst als der kürzeste Abstand des Punktes x,, y, von der Be- 
grenzung des Bereiches 7, beziehlich vom nächsten Punkte, für welchen 
































die gestellten Bedingungen zu gelten aufhören. 

Hieraus wird gefolgert: Wenn zwei Functionen w, und w,, welche 
für zwei Bereiche 7, und 7;,, die ein einfach zusammenhängendes Gebiet 
T* von zwei Dimensionen gemeinsam haben, den Bedingungen I genügen, 
in einem noch so kleinen Theile dieses gemeinsamen Gebietes mit einander 
übereinstimmen, so stimmen sie für alle Punkte desselben mit einander 
überein, lassen sich unter Beibehaltung der Bedingungen 1 beide simultan 
gleich weit analytisch fortsetzen und stimmen längs jeder solchen Fort- 
setzung mit einander überein. 

Um diesen Schluss machen zu können, ist nach dem Vorhergehen- 
den nur nöthig zu wissen, die beiden Functionen stimmen auf der Pe- 
ripherie eines Kreises mit einander überein, für dessen Fläche beide mit 
den Bedingungen I erklärt sind. 

Wenn daher eine Function « im Innern von 7 ın einem noch so 
kleinen Bereiche von zwei Dimensionen oder auf der Peripherie eines Krei- 
ses mit beliebig kleinem Radius, dessen Inneres ganz im Innern von 7 
liegt, für welches Gebiet die Function « den Bedingungen I genügt, con- 
stant ıst, so ist diese Function, soweit sie unter Aufrechterhaltung der Be- 


dingungen I fortgesetzt wird, constant. 


$. 10. 


Der Werth (0) von w für den Mittelpunkt eines Kreises, für dessen 
Fläche % mit den Bedingungen I erklärt ist, ist gleich dem über die Pe- 


rıpherie des Kreises zu erstreckenden Integrale 


N Bu U. dy » 

0 
also gleich dem arıthmetischen Mittel aus allen den Werthen, welche « 
auf der Peripherie des Kreises annimmt. Wenn nun % nicht überhaupt 
constant ist, so muss es unter den Werthen von « auf der Peripherie des 
Kreises sowohl solche geben, welche grösser sind als der Werth «(0), als 
auch solche, die kleiner sind, und zwar gilt dieser Schluss, wıe klein auch 
der Radius des Kreises sein möge. 


Hieraus folgt, wenn « nicht constant ist, so giebt es für jeden inne- 
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ren Punkt von 7’ solche benachbarten Punkte, für welche u einen grösseren, 
und solche, für welche « einen kleineren Werth besitzt als für den erst- 
betrachteten Punkt. 
Es kann also « für keinen inneren Punkt des Gebietes ein Maximum 
oder Minimum sein. (Vergl. Riemanns Inauguraldissertation, Art. 11. III.) 
Nun ist nach den Voraussetzungen I der Werth von x endlich, ste- 


tig und eindeutig erklärt für alle Punkte von 7, einschliesslich der Be- 


nzung. Folglich giebt es für diese Werthe eine obere Grenze g. 


4 
oO 

Nach einer Beweismethode, welche Herr Wererstrass in seinen Vor- 
lesungen über die Theorie der analytischen Funetionen mitzutheilen pflegt, 
lässt sich zeigen, dass es in der Ebene des Gebietes 7’ mindestens einen 
Punkt 2’ von der Beschaffenheit giebt, dass, wenn ein beliebig kleines Ge- 
biet, ein Theil von 7’, ın der Umgebung desselben abgegrenzt wird, die 
obere Grenze aller derjenigen Werthe von «, die zu Punkten dieses Ge- 
bietes gehören, ebenfalls noch g ist. 

Keiner dieser Punkte kann im Innern von 7 liegen, denn erstens 
würde in einem solchen Punkte wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von 


u die obere Grenze g wirklich erreicht, zweitens müsste es dann — wenn 
vu nicht überhaupt constant ist — in der Umgebung jenes Punktes noch 


grössere Werthe von x geben, gegen die Voraussetzung, dass g die obere 
Grenze ist. 

Es liegen also alle jene Punkte ! ausserhalb des Innern von T. 

Da die Begrenzung von 7 nach der Voraussetzung aus Stücken 
analytischer Linien besteht, welche in jedem Punkte den Charakter einer 
algebraischen Curve haben, und eine solche Linie jeden Punkt der Ebene, 
dem sie unendlich nahe kommt, wirklich erreicht, so liegt jeder der Punkte 
2 in der Begrenzung von 7 und wegen der Stetigkeit von « wird die 
obere Grenze g in jedem dieser Punkte z’ wirklich erreicht. 

In analoger Weise wird gezeigt, dass die untere Grenze k aller 
Werthe von % mindestens in einem Punkte der Begrenzung, aber in kei- 
nem inneren Punkte von 7 wirklich erreicht wird. 

Also liegen, wenn « nicht constant ist, alle Werthe, welche « für 
die inneren Punkte des Bereiches 7’ unter den angegebenen Voraussetzun- 
gen J annehmen kann, zwischen dem grössten Werthe g und dem klein- 


sten Werthe % unter denjenigen Werthen, welche v auf der Begrenzung von 


T annimmt. 
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Hieraus folgt, dass eine Function «, welche unter den Bedingun- 


Jecren- 


gen I für einen Bereich 7 erklärt ist und für alle Punkte der 
zung den Werth Null hat, auch für alle inneren Punkte von 7 den Werth 
Null hat. 

Und: 

Wenn zwei Functionen % und «, für dasselbe Gebiet 7 den Bedin- 


gungen I genügen und für alle Punkte der Begrenzung des Gebietes 


mit einander übereinstimmen, so stimmen sie in ihren Werthen ganz mit 
einander überein. 

Wenn es daher eine Function « giebt, welche für einen gegebenen 
Bereich 7 den Bedingungen I genügt, und in jedem Punkte der Begren- 
zung einen vorgeschriebenen und längs derselben stetig sich ändernden 


Werth besitzt, so giebt es nur eine solche Function.”) 


$. 11. 


Wenn die Integration der partiellen Differentialgleichung Au=0 
für die Fläche eines Kreises durchgeführt ist, hat es keine Schwierigkeit, 
die analogen Untersuchungen für den Fall eines von zwei concentrischen 
Kreisen begrenzten Ringgebietes denselben Anforderungen der Strenge ent- 
sprechend auszuführen. 

Es seien r=1 und r=R, wo R>1 sein möge, die Radıen der 
das Ringgebiet begrenzenden concentrischen Kreise, und es seien die Grenz- 
bedingungen der Einfachheit wegen u(R,y)=f(gy), u(l,y)=0, auf wel- 
chen Fall bekanntlich der allgememere leicht zurückgeführt werden kann. 
Die Function f(y) habe dieselben Eigenschaften wie ın $. 7. 

Für diesen Fall ergiebt sich nach den bekannten Methoden (vergl. 
die schon in $. 4 eitirte Abhandlung des Herrn Ü. Neumann, dieses Jour- 


nal, Bd. 59.): 


*) Die in diesem Paragraphen enthaltenen Sätze lassen eine solche Verallgemeine- 
rung zu, dass sie auch noch den Fall umfassen, in welchem die Stetigkeit der 
Function « für eine endliche Anzahl von Punkten des Bereiches 7 entweder aufhört 
oder ungewiss ist, vorausgesetzt, dass die Function « bei der Annäherung an diese 
Punkte endlich bleibt, und ohne dass es nöthig ist, über das Verhalten der Function 
u in der Nähe der singulären Punkte eine specielle Voraussetzung zu machen. Man 
vergl. $. 8. 
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u(r, 5 bo° Ver ZH - (a sin mp—+ b„cosmyp) (m=], ...  ), 


wo a, und db, durch die Gleichungen 


"+ Tr: 
Am -—— / wie sın may R dıy, Öm = I) cosmwy “ dıy 
-n 


—-n 


definirt sind. 
. . . s l . . RR 
Diese Reihe ist für 75 <r<H unbedingt und in gleichem (Grade 


convergent, und die durch diese Reihe dargestellte Function genügt, als 
Function von x und y betrachtet, für das Innere des Bereiches, für wel- 
chen sie erklärt ist, der Differentialgleichung Au==0. Da die Kreislinie 
"—=1 ım Innern des Convergenzgebietes liegt, so folgt die Stetigkeit der 
Function in der Nähe des Werthes r==1 aus den bekannten Sätzen über 
die Stetigkeit von Potenzreihen im Innern ihres Convergenzbereiches. Für 
r=]1 ıst in der That u(r, y)=0. 

Es bleibt also nur noch übrig zu beweisen, dass diese Function für 
lımr—=R mit Ausnahme derjenigen Punkte, in denen die vorgeschriebenen 
kandwerthe eine Stetigkeitsunterbrechung erfahren, stetig in die Funetion 
S(y) übergeht. | 

Zu diesem Zwecke subtrahire man von der Function u(r,y) die 
Function 


1 am Y 
ur, y)= D2 bo +55 (a„sınmap +b, COS ME) (mel, 2. sr 2, 


welche (vergl. $. 6) für r<R mit 
1 an _ R?—r? 
TR wm R?— 2Rr cos (vg) tr? dy 





übereinstimmt, und deren Stetigkeit aus dem Beweise in $. 8 ın dem dor: 
angegebenen Umfange folgt, so zeigt sich, dass der Öonvergenzbereich der 
Potenzreihe, welche mit Hinzunahme eines Gliedes, das dem Logarıthmus 
von r proportional ist, die Differenz «— u, darstellt, weiter ıst als der- 
jenige Bereich, für welchen die in den Ausdrücken für « und für w, vor- 


kommenden Potenzreihen gleichzeitig convergiren, da dieser Convergenz- 
2 s 1 
bereich sich von =, bis zur=X! erstreckt (exel. der Grenzen). Da 


hiernach die Kreislinie r—=R nicht mehr an der Grenze, sondern ınner- 


halb des Convergenzgebietes der Reihe für den Ausdruck 
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l log r 
2 bo log R 


liegt, so folgt hieraus die Stetigkeit dieser Function in der Umgebung von 


U—U — 


r—=R; überdies ergiebt sich, dass die Function w—w, für r—R den 
Werth Null hat. 

Es genügt daher die dargestellte Function den gestellten Bedingun- 
gen. Dieselbe ist zugleich die einzige, welche diese Eigenschaft besitzt. 
Die Richtigkeit dieser Behauptung ergiebt sich für den Fall, in welchem 
die Function % für alle Punkte des betrachteten Gebietes den Bedingun- 


sen I] genügt, aus $. 10. 


$. 12. 


An die ın den Paragraphen 9 und I1 enthaltenen Entwickelungen 
können nun leicht Betrachtungen angeschlossen werden, welche denjenigen, 
die in der Theorie der Funetionen complexen Arguments mit dem Cauchy- 
schen und dem Laurentschen Satze über die Entwickelbarkeit einer Fune- 
tion in eine nach Potenzen der unabhängigen Variablen fortschreitende Reihe 
verbunden werden und für diese Theorie fundamentale Bedeutung haben, 
ın vieler Beziehung analog sınd. 

Wenn eine Function « für das Innere eines beliebig grossen um den 
Nullpunkt mit dem Radius A beschriebenen Kreises den Bedingungen I ge- 
mäss erklärt werden kann, so ist dieselbe für jeden beliebig grossen Be- 
reich durch eine für alle endlichen Werthe von x und y convergirende 
Reihe darstellbar. 

Wenn nun überdies bekannt ıst, dass dabeı der Werth von u. wie 
gross auch /t sein möge, dem absoluten Betrage nach kleiner bleibt als 
eine endliche (von AR unabhängige) Grösse g, so ıst «u eine Öonstante. 

Wird nämlich der Grösse r ein bestimmter endlicher Werth beige- 
legt und ist AR grösser als r, so ergiebt sich: 

1 


, R 9:1 { 
ur,y)—-u0)=5;/ u (R, w) (73 


R?—r? 


— 2Rr cos (V—y)+r? er. dıy. 


Da nun sämmtliche Elemente dieses Integrals dem absoluten Betrage nach 


Zr 
kleiner sind als g- 5; dir, so ist der absolute Betrag von u (r, 9) —u(0) 


Journal für Mathematik Bd. LXXIV. Heft 3. 32 
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für alle Werthe von y kleiner als 29. 5,‘ Hieraus ergiebt sich, dass 


diese Differenz für unendlich grosse Werthe von # unendlich klein wird: 
da dieselbe jedoch von dem Werthe von /t ganz unabhängig ist, so folgt, 
dass sie den Werth Null hat. Aus $. 9 folgt daher, dass die Function % 
unter den angegebenen Voraussetzungen überhaupt für alle Punkte der 
Ebene denselben eonstanten Werth (0) besitzt. Dieser Satz ıst als ein 
Fundamentalsatz zu betrachten und ist dem entsprechenden Satze ın der 
Theorie der Funetionen complexen Arguments analog, den bekanntlich 
Herr Lrouville zuerst für doppelt periodische Functionen ausgesprochen hat. 
(Comptes rendus 1844, 2"° Semestre, pag. 1262.) 


Wenn hingegen unter übrigens unveränderten Voraussetzungen nur 
bekannt ıst, dass das Product R.u(R,y) für unendlich grosse Werthe 
von R endlich bleibt, wo ı eine positive Zahl und n die nächst grössere 
ganze Zahl bezeichnet, so ist in analoger Weise zu schliessen, dass die 
Reihe für die Funetion v(r,«r) nur n Glieder hat: 

l | \ 
u(r,go)== 3 b,-+Xr" (a„sinmg +b„eosmg) (m=1,2,... n—|1), 
dass also in diesem Falle die Function « als Function von x und y be- 

trachtet eine ganze Function (n — 1)" Grades ist. 

Aus $. 11 folgt: Wenn eine Function u(r,g) für ein von zwei 
concentrisehen Kreisen mit den Radien r—=R, und r=R,, R,<R, be- 


srenztes Ringgebiet 7’ den Bedingungen I ın $. 1 


ya 


‚enügt und für die 


J 


Punkte der Begrenzung z=AR,.e' 


und z=R,.e'” für jeden Werth von g 
beziehlich mit den Funetionen f,(y) und fa(y) übereinstimmt, so ist diese 
Function durch diese Bedingungen bestimmt, und es giebt, wenn die Func- 
tionen f,(y) und f,(y) den in $. 5 für die Funetion f(y) angegebenen Be- 
dingungen 


genügen, stets eine solche Function. 


Diese Funetion wird für alle Werthe von ?, für welche A, <r<ä, 


ıst, analytısch dargestellt durch die Gleichung 


ur, y)=5 B, + B,.logr 


Du 


+ Ar") sinmer-+ (B,r”" + Br") cosmg (mem, 8; 0), 
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ud * 


und zwar haben dıe in derselben vorkommenden Ooeffieienten A und BR 


die Werthe 


b. log R 2 loer R, h. /, 
RB 20 ) l 1 0 - 2 R' 
> ——— a f 
P log R log R, i lor R lor R 


A hi Ad irn R7 Ad ym RK; B vo /, ne fi h, R - 
ii 2m . Um ’ Im“ ey 
Rin_ Rp 
IR TR 7m um" —bym Rs 
m R ym R ym ’ ‚ . R 5 R ’ 
l 2 y 


wenn ın diesen Ausdrücken 


2 ) op er mu m=0. ] EM) 
z or 
er ee FIOROR VIREN NUR 


Mr) 
Dim E |cos mu „=1ı, 2 


Ad 


u 


esetzt wird. 


«cr 
tee) 


Die angegebene Reihe convergırt unbedingt, wenn R,<r<R, ist 
Es ıst wichtig zu bemerken, dass eine Fu 
Bereich nur auf eine einzige Weise durch einen Ausdruck n der ang 
sebenen Form dargestellt werden kann. Für je« Werth 
R,<r<R, ist, ergeben sıch nämlich, wenn der obıze Ausd 


zu Grunde gelegt wird, die Gleichung 


und 


da unter den angegebenen Voraussetzungen die Integration an « :ınzel- 


nen Gliedern ausgeführt werden darf. Werden ı in diesen % ‚unge 

der Grösse r zwei von einander verschiedene Werthe R, R, beigelest 
für welche R,<R,< RA, ıst, und werden dıe Ausdri 

Q;. und 5. übergehen. wenn AR; an die Stelle von A, gesetzt wi - 


ziehlich mit @a;.. und 5; bezeichnet, wobeı dem Index 
Werth 1 und der Werth 2 beıizuleren ıst, = reeben 3 hieraus 


Werthe der Coefticienten i ınd l { ie 4 als .c lı ICcK .n 
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a,b, R, und AR}. Die so erhaltenen Ausdrücke haben dieselbe Form wie 


die oben angegebenen, in welche dieselben bei dem Grenzübergange 
lim Rı=R, , Iım Ri=R, 
übergehen. 

Hieraus wird analog wie in $. 9 geschlossen: Wenn die Funetion 
ü, beziehungsweise deren analytische Fortsetzung nicht bloss für den 
Bereich 

R; ii = 
sondern für einen noch weiteren Bereich 

RsrZR,, 
der jenen ersten als Theil enthält, den Bedingungen I genügt, so conver- 
sirt die gefundene Reihe, welche zur analytischen Darstellung der Function 
u innerhalb des engeren Bereiches dient, auch noch für das Innere des 
weiteren Bereiches und die Summe derselben stimmt mit der Funetion 
oder der analytischen Fortsetzung derselben auch in dem weiteren Be- 
reiche überein. 

Wenn daher eine Funetion x für das Innere einer Kreisfläche 8 
mit dem Radius A, mit einziger Ausnahme von deren Mittelpunkt z=0, 
für den es noch ungewiss ıst, den Bedingnngen I genügt, so ist diese 
Function darstellbar durch einen Ausdruck von der soeben angegebenen 
Form, und zwar convergirt die ın demselben vorkommende Reihe für alle 
Werthe von r, welche kleiner als $, und von Null verschieden sind. 

Wenn nun von dem Verhalten der Function x in der Nähe des 
sineulären Punktes z==0 weiter nichts bekannt ıst, als dass dieselbe bei 
der Annäherung an denselben ın dem ın $. 7 angegebenen Sinne endlich 
5 


einzeln den Werth Null haben, und zwar folgt dies aus dem Bildungs- 


bleibt. so kann geschlossen werden, dass die Coefficienten B;, AL . 
gesetze für diese Grössen, da bei dem Grenzübergange lım A;,=0 die 
Grössen a,, und Ö,, unter der angegebenen Voraussetzung endlich 
bleıben. 

Es ıst daher, wenn der Werth der Function % auch für den Punkt 


z—0 dureh den Werth der Reihe erklärt wird. die Funetion x unter den 


angegebenen Bedingungen auch in der Umgebung des Punktes z==0 stetig 
und genügt mit Kinschluss dieses Punktes für die Fläche S den Bedin- 
sungen 1. 

r >” 


Man vergl. hiermit Altemanns Dissertation, Art. 12. 
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Tritt an die Stelle der Bedingung 
I ‘f - 47 
dıe Bedingung 
} IIZG Die] 
wo u eine positive Zahl hedentet. 0 tolırt Jureh analoge Schliiss, ” 
der Ausdruck für die Funetion vw ausser anderen Gliedern jedenfa 
eine endliche Anzahl soöleher (‚lieder ‘ nthält ı (lener u PD, 


tenz mit negalınem Kxponenten erhoben ı8t 


Zürich, ım September 1871.”, 


") Nach der Kinsendung des Textes der obigen Mittheilung 


begleitenden Anmerkungen an den Herrn Herausgeber dieses Journals ıst eine M 
theilung des Herrn Christofiel: „Ueber die Integration von partiellen Differentialg 
chungen“ veröffentlicht worden, welche ın Nr. 1% der Nachrichten won der König 
Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen vom 13 September 1%7 0. 435-4 
abgedruckt ıst. 

In dem Inhalte dieser Mittheilung erblicke ıch eine Bestätizun?z f 
dass der früher übliche Nachweis der Stetirkeit der dor das JP’masons ntegr 
oder eine gleichgeltende Formel dargestellten Function ın der Nähe de 
Anforderungen der Strenge nicht vollkommen entspreche, welch« Folge de 
Bd. 71 d. Journ. veröffentlichten Bemerkung des Herrn Heine. “ rs I. ge 
stellt werden müssen. 

Ferner dürfte bezüglich einer auf pag. 445 derselben Mittk ng 
merkung: „Endlich gehört hierhin die Voraussetzung. dass r zweite Der 
was, wenn #-+.v als Function von z-—1y definirt wird. nicht gefordert ist 
Folge aus weniger weit gehenden Bedingungen ist“ geltend zu 
Riemann im Art. 12 seiner Inauguraldissertation die Erzehnis ! 
selben angestellten Untersuchung zunächst nicht auf die Besta 
als Function des complexen Arguments „—-ıy definirten Funct 
den reellen Theil U= /(uda rdy) der aus jener durch Integrat vorge 
Function (u —te)(de—idy) anwendet, und dass für diesen dıe oben als lıngun 
gen I bezeichneten Voraussetzungen erfüllt sind. Als eine Folge des 
Inaugural-Dissertation bewiesenen Lehrsatzes ergieb. sich dann, dass r 
OU OU | ur 
tionen U, — — vr für das Innere des betrachteten Lrebietes vartıe \ Dieitun- 

In Oy 
een aller Ordnungen besitzen und der partiellen Ditferentalgleiwchung zenüg 
Tıeraus scheint mir aber hervorzugehen, dass dıe len Voraussetzungen „es 
Au=(* und „es ıst ei * Ay ein vollständiges Different 
Oo er 
und 4* mit Rücksicht auf den vorliegenden Zweck commen äyuıvalen 


März 1872. 











Leber die algebraische Auflösbarkeit 


der Gleichungen, deren Coefficienten rationale 
Funetionen einer Variablen sind. 


(Von Herrn @. Frobenius.) 


\, rg . r u . 20: . . 

Ei grosser [heil der Untersuchungen über die Auflösbarkeit der 
algebraischen Gleichungen durch Wurzelgrössen beschäftigt sich nicht so- 
wohl mit der Werthbestimmune der einzelnen Wurzeln als mit der Er- 


oO 


mittelung ihrer gegenseitigen Beziehungen. Dazu sind alle Betrachtungen 
zu rechnen, welche sıch auf den Begriff der Irreduetibilität und die Lehre 
von den Substitutionen stützen, während diejenigen davon auszuschliessen 
sınd, welche von der Auflösungsmethode der Gleichungen mittelst der 
Lagrangeschen Resolvente Gebrauch machen. Die bezeichneten algebrai- 
schen Untersuchungen haben eine grosse Aehnlichkeit mit den analytischen 
Betrachtungen, bei denen die Grössen als nicht unabhängig von der Lage 
existirend angesehen werden, und diese Bemerkung legt den Gedanken 
nahe, jene abstracte Theorie möchte ın dem besonderen Falle, wo die 
Coettieienten der Gleichung rationale Funetionen einer Variablen sind, an 
Fasslichkeit und Anschaulichkeit dadurch gewinnen, dass sie in das der 
Analysis so bequeme geometrische Gewand eingekleidet würde. Der Aus- 
führung des eben genannten Gedankens, auf den ıch durch Betrachtungen 
über die durch algebraische Functionen integrirbaren linearen Differential- 
sleichungen geführt wurde, sind die folgenden Zeilen gewidmet, die nicht 
neue Resultate bringen, sondern nur eine bekannte Lehre von einer neuen 
Seite beleuchten wollen. 

Je ausschliesslicher man bei diesen Untersuchungen auf die Orts- 
verhältnisse der betrachteten Grössen sein Augenmerk richtet, um so ge- 
ringer sind die Hülfsmittel, mit denen man zum Ziele gelangt. Eine Probe, 
wie weit man dabei von Massverhältnissen absehen, und mit wie wenigen 


'eseben, wo sofort zur 


Vorbereitungen man auskommen kann, ıst ın $. 1 geg 


Ermittelung der von @Galois entdeckten Relation zwischen den Wurzeln der 
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auflösbaren Gleichungen von einem Primzahlgrade gesehritten wird. Die 
folgenden Paragraphen enthalten fast nur die Zergliederung der im ersten 
angewandten Methode ın ihre einzelnen Momente und die Uebersetzung der 
dort gebrauchten veometrischen Ausdrücke in die Sprache der Algebra und 
erfordern namentlieh zur Erreiehung des letzteren Zweeks die Kenntnisse 


der in $. 3 entwickelten Hülfssätze aus der Analysis. 


is; 


Unter einer durch Wurzelgrössen ausdrückbaren algebraischen Fune- 
tion y der unbeschränkt Veränderlichen x, deren Werthe wir uns durch 
die Punkte einer unbegrenzten Ebene repräsentirt denken, verstehen wii 
eine Grösse, dıe aus der Variablen und mehreren Uonstanten durch die ın 
endlicher Anzahl angewandten Operationen der Addition, Subtraetion, Mul- 
tiplieation, Division und Ausziehung von Wurzeln mit Primzahlexponenten 
sebildet ist. Die Stellen, an denen die Funetion unendlich gross wird, od 
zwei ım Allgemeinen verschiedene Werthe derselben einander gleich werden. 
sollen singulare Stellen genannt und ein für alle Mal von dem Bereich 
der Variablen ausgeschlossen werden. Wird dann für einen bestimmt 
Werth a von x über die Werthe der Wurzeln, welche zur Berechnung 
y ausgezogen werden müssen, eine beliebige Festsetzung getroffe 


wird ferner eine stetige Aenderung der Function mit der Variablen postu- 


lırt, so erhält die Function sammt allen in ihrem Ausdrucke vorkommen- 
den Wurzeln in jedem Punkte der Ebene einen Werth. der eindeutig 
finirt ist, wenn der Weg gegeben ist, auf dem dıe Variable von dem Antangs- 
punkte a ausgehend zu jenem Punkte gelangt. Beschreibt also 


aus eine geschlossene Strecke, so geht der Anfangswerth 


ganz bestimmten anderen Werth dieser Function über, und die Anzahl 
Werthe, welche y so für —=a annehmen kann, ist, da alle ın den Aus- 
druck von y eingehenden Wurzein nur eine endliche Anzahl Wert 
haben, ebenfalls eine endliche. Zwischen diesen verschiedenen Wer 
bestehen aber gewisse Beziehungen, die sich in einem besonderen Fall 
tolgendermassen zusammenfassen lassen: 
Wenn die Anzahl der Werthe, welche eine durch Wurzel 

ausdrückbare algebraische Function einer Variablen an einer nıcht sınqu- 
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lären Stelle dadurch annimmt, dass dıe Veranderliche von diesem Punkte 
ausgehend alle möglichen durch keinen singularen Punkt hindurchführen- 
den geschlossenen Linien beschreibt, eine Primzahl ist, so bleiben auf allen 
Wegen, auf denen zwei dieser Werthe keine Aenderung erfahren, auch die 
übrigen sammtlich ungeändert. 

Die in dem Ausdruck von y vorkommenden Wurzein, deren Expo- 
nenten wir als Primzahlen voraussetzen dürfen, ordnen wir so, dass auf 
die ersten Plätze in einer beliebigen Reihenfolge diejenigen zu stehen kommen, 
welche aus rationalen Functionen von x gezogen sınd, auf die nächsten die, 
deren Radicanden rationale Functionen der Variablen und einer oder meh- 
rerer aus rationalen Functionen von x gezogener Wurzeln sınd, wieder in 
einer willkürlichen Aufeinanderfolge u. s. w. Wir beschränken dann die 
Veränderlichkeit des Punktes x ın der Weise, dass wir ıhn von a aus nur 


solche geschlossenen Linien beschreiben lassen, auf denen jene Wurzeln bis 
1 


zu einer bestimmten R=S? hin keine Aenderung erleiden. In diesem 
Ausdrucke bedeutet p eine Primzahl und S eine rationale Function von x 
und einigen der vor AR stehenden Wurzeln. Alsdann sind zwei Fälle mög- 
lich: Der Anfangswerth y, kann sich entweder immer noch in alle Werthe 
verwandeln, die er bei freier Bewegung der Veränderlichen zu erlangen 
vermochte, oder nur noch in eine gewisse Anzahl derselben. Nimmt R in 
der oben beschriebenen Reihe dıe letzte Stelle ein, so kehrt die Function 
auf allen geschlossenen Wegen zu ihrem Anfangswerthe zurück. Daher 
muss, wenn man der Reihe nach bei der ersten, zweiten, dritten Wurzel 
u. s. w. stehen bleibt, endlich einmal der zweite Fall eintreten. Ist AR die- 
jenige Wurzel, bei welcher dies zuerst geschieht, so gestatten wir bis auf 
weiteres der Veränderlichen nur solche von a anfangenden geschlossenen 
Wege, auf denen sıch die vor /2 stehenden Wurzeln nicht ändern. Trotz 
der Beschränkung, die der Variablen damit auferlegt ist, kann dann die 
Function von dem Werthe y, ausgehend immer noch in jeden andern der 
Werthe, die sie an der Stelle « hat, übergehen. Es giebt aber einen 
Werth y,, den y nıcht mehr ın dem Punkte a erreichen kann, ohne dass 
auf dem Wege, auf dem dies erfolgt, /Ä eine Aenderung erfährt, also, da 
KR” seinen Anfangswerth wieder annımmt, in oA übergeht, wo o eine prı- 
mitive p* Wurzel der Einheit ıst. Wir bezeichnen mit A einen bestimmten 


Weg, auf dem y, ın y, und A ın gÄ übergeht. 














Frobenius, die Auflösbarkeit der (Fleichungen mit veränderlichen*Coefheienten. 257 


Wenn sich auf einem beliebigen Wege RB, auf dem 


‚0 


ungeändert 
bleibt. R ın oR verwandelt, so muss, wofern nicht a==1 ist. 97° sein. 
Durehläuft dann x erst die Strecke B in umgekehrter Richtung % Mal und 
darauf die Strecke A, einen Weg, den wir in leicht verständlicher Weise 
mit B”” A bezeichnen wollen, so erleidet A keine Aenderung. während y 
von y, ausgehend zu yı gelangt. Da aber nicht auf demselben Wege KR in 
sich selbst und y, in y, übergehen kann, so muss o=|1 sein, also AR auf 
einer Linie, auf der sich y, nicht ändert, ebenfalls ungeändert bleiben. 

Beschreibt man alle Linien, auf denen # keine Aenderung erfährt. 
so möge %, ın die Werthe 

Yo» Yors -+- Yoc-ı 
übergehen. Wenn sich diese auf dem Wege A“ ın 
Yar Yars +++ Yag-ı 

verwandeln, so stellen die Grössen y.:, falls « die Zahlen von O0 bis p—| 
und 3 die von 0 bis g—1 durchläuft, alle Werthe dar, welche „ an der 
Stelle « annehmen kann. Denn ıst B ein beliebiger der dem Punkte x 
gestatteten Wege, und verwandelt sich # auf ihm ın vo’ R(e<p). so geht 
y, auf dem Wege BA“, weil A auf ıhm ungeändert bleibt, in 9,.(7<g) 
und mithin auf 5 ın y.. über. Die genannten Werthe sınd ferner sämmt- 
lıch von einander verschieden. Denn ist y.;=y.;. und sind B: und B. be- 
stimmte Wege, auf denen y, in %,; und ya, #2 aber in sich selbst über- 


3—1 ons an 


geht, so bleibt y,, also auch R. auf der Linie B:4°A—Br' unzeändeı 
Da sich folglich ? auf dem Wege A*-” nicht ändert, so ist e=y. Wenn 
man aber die Veränderliche mit dem Anfangswerthe „..=y.: von y den 
Weg A“ durchlaufen lässt, so gelangt man zu dem ganz bestimmten End- 
werthe 99:—=yo, und in Folge dieser Gleichung ist 3==J. Die Anzahl 
Werthe, welche y im Punkte a annehmen kann, ıst also pg. >etzen 
voraus, dass sie eine Primzahl ıst, so muss g=1 sein, und „, auf einem 


- . 77 - . 
> Dr.DrY iin ıınrannyıtarr n e' naar 
t ebenfalls ul callucı L ‚ini in 


Wese, auf dem R keine Aenderung erleidet, 
oO has 
Ist 5 ein Weg, auf dem sıch y,. also auch AR nıcht ändert. so kehrt 
R, also auch y, auf dem Wege A’5A”" zu seinem Anfangswerthe zurück, 


und daher erfährt y. auf dem Wege BD keine Aenderung. Wir gelangen 





so zu dem Ergebnisse, dass auf einem Wege, auf welchem y, und die vor 


ri 
. 
e 
1 


R stehenden Grössen die Werthe, von denen sıe ausgegangen 
annehmen, auch die anderen p—1 Wertlie der Function „ ungeändert 
bleiben müssen. 
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Wir lassen jetzt die Schranken, welche wir der Veränderlichkeit des 

Punktes © gesetzt haben, allmälıg fallen. Ist @ die Wurzel, welche in 

der oben bezeichneten Reihe ıhren Platz unmittelbar vor AR hat, so seı B 

ein Weg, auf dem sich die vor @ stehenden Grössen nicht ändern. Wenn 

auf ıhm y, in y5 und y, in Ya,» übergeht, so erfahren auf der Linie 
BA B'"A'—Ü 

weder y, noch die vor Zt stehenden Grössen eine Aenderung, und daher 


seht auf der Strecke 


- 


bleiben auch 1, Y3, -.- %,.1 ungeändert. Folglich 
A"CO"BA=b 

Ya M Y9a4:, mithin y, in y34,5 und allgemein yı ın y.a,; über, wo die In- 

diees nach dem Modul p zu nehmen sınd. 

Ist P die Wurzel, welche den Platz zunächst vor @ einnimmt, so 
sei jetzt B ein \.eg, auf dem sich die vor P stehenden Grössen nicht än- 
dern. Wenn auf ihm y, in ys und y, in y.4s übergeht, so erfahren auf 
der Linie 

BA B"TA—=U 
weder y, noch die vor @ stehenden Grössen eine Aenderung. Würde sich 
y, auf ihr ändern, also in y, übergehen, dessen Index y>1 ist, so würde 
sich nach dem eben Bewiesenen y; in y,ı verwandeln. Es gäbe dann eine 
Zahl u, welche der Congruenz 

yulz-u modp 
genügte, und wenn y, auf der Linie 3 in y, überginge, so würde y, auf 
der Strecke 

B"CAB= 4° 

unverändert bleiben, während es sich doch in y,,. verwandelt. Auf der 
Linie © nimmt also y, seinen Anfangswerth wieder an und folglich auch 
Yes Yas +++ Yp-- Daraus schliesst man, wie oben, dass y, auf dem \Wege 
B ın y.,,; übergeht. 

Indem man so fortfährt, findet man, dass das eben gewonnene Re- 
sultat auch richtig bleibt, wenn die@Wahl der Linie 3 gar keiner Be- 
schränkung unterliegt. Bleiben@daher auf irgend einem Wege y, und y, 
ungeändert, ıst also 3=0 und @«=1, so erfahren auch Yay Yar sr Ypıı auf 
ıhm keine Aenderung. 
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wr 
8.2. 


Nach einem Fundamentalsatze der Algebra lässt sich jede rationale 
symmetrische Funetion der Wurzeln einer alsebraischen Gleichung | eıne 
rationale Function der Coeffieienten der Gleichung darstellen. Damit aber 
eine rationale Function der Wurzeln einer Gleichung dureh dıe hekannten 
Grössen rational ausgedrückt werden könne, ist es nicht immer erforder 
lich. dass sıe symmetrisch sei, d. h. dureh keine Suhstitution der Wurzeln 
eine Aenderung erfahre. Es genügt schon, wie Galois bemerkt hat, wenn 
sie dureh keine Substitution eines gewissen Systems eonjugrirter Substitutio 
nen, das man daher auch das der Gleichung eigene conjugirte System gi 
nannt hat, geändert wird, und diese Bedingung ist nicht nur hinreichend, 
sondern auch nothwendig. Die Ordnung des so bestimmten conjugirten 
Systems kann dadurch erniedrigt werden, dass einige irrationale Grössen 
unter die bekannten aufgenommen, oder, wie (Galois dies bezeichnet. der 
Gleichung adjungirt werden. Die Eigenschaften dieses eonjugirten Systems, 
das in der Theorie der durch Wurzelgrössen auflösbaren Gleichungen eine 
so grosse Rolle spielt, wollen wir für. den Fall entwickeln. dass die Üoeffi- 
cienten der Gleichung rationale Funetionen einer Variablen sind. Dahe 
werden wir aber eine andere Definition als die eben erwähnte zu Gr 
legen. 

Ist f(x, y) eine ganze Function von z und y, die als Funect 
letzteren Variablen betrachtet keinen quadratischen Divisor hat 


n“" Grade ıst, so nennen wir dıe Werthe von z. für welche zwei Wurzel: 
y der Gleichung f(z, y)=0 einander gleich sind, oder eine unendlich gross 
ist, die sıngularen Stellen der durch diese Gleichung definirten algehra'= 


Function y von z&. Unter der Umgebung eines bestimmten sinzuläre er 
nicht singulären Punktes verstehen wir die Fläche des Kreises. 
durch den dem Punkte zunächst gelegenen singulären Punkt zeht. Isr 


eine beliebige nicht singuläre Stelle, so lassen sich die n Werthe 


welche einem Punkte x in der Umgebung von « entspr 


dieser Umgebung convergente, nach ganzen Potenzen von r—.a fortschrei- 
tende Reihen darstellen. Eine solche Reihe nennen wir Vor- 
gange des Herrn Wererstrass ein Element der algebraischen Fame 

Beschreibt jetzt x von a aus eine geschlossene Linie, die durch keinen sim- 
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eulären Punkt hindurehführt, so kann eins jener n Funetionenelemente, da 
es nicht aufhören darf, der gegebenen Gleichung Genüge zu leisten, wenn 
es sich ändert, nur in ein anderes von ihnen übergehen. Es können sich 
aber nieht zwei verschiedene Wurzeln ın dieselbe dritte verwandeln. Denn 
sonst würde diese auf dem umgekehrten Wege ın jede der beiden ersteren 
übergehen. Eine solche Unbestimmtheit könnte aber nur ın dem von uns 
ausgeschlossenen Falle eintreten, wo der von der Veränderlichen beschrie- 
bene Weg durch einen singulären Punkt hindurchführt. Wenn also x von 
a aus eine geschlossene Strecke beschreibt, so erfahren die Wurzeln der 
betrachteten Gleichung eme bestimmte Substitution. Stellt man sich daher 
vor, dass © von a aus der Reihe nach alle möglıchen geschlossenen Linien 
beschreibt, so ergeben sich für diese Wurzeln eine gewisse Anzahl von 
Substitutionen. Sind S und 7 zwei derselben, A und B die Wege, auf 
denen sie erhalten werden, so befindet sich auch TS unter ihnen, da sie 
auf dem Wege AD erhalten wird. Mithin bilden diese Substitutionen ein 
conjugirtes System, das, wie man sich leicht überzeugt, von der Wahl des 
Ausgangspunktes a ganz unabhängig ist, und das wir das conjugirte System 
der (leichung f(x, yJ)=0 nennen. 

Seien 2, ?/, ... Elemente algebraischer Funetionen von &, für die «a 
kein singulärer Punkt ist, so dass wir sie uns durch Reihen, die nach gan- 
zen Potenzen von 2—a fortschreiten, dargestellt denken können. Lässt 
man x von a aus alle geschlossenen Linien beschreiben, auf denen diese 
Functionenelemente keine Aenderung erleiden, so erfahren die Wurzeln der 
segebenen Gleichung eine gewisse Anzahl von Substitutionen, welche sämmt- 
lich in ihrem conjugirten Systeme enthalten sind. Wenn S und T zwei 
dieser Substitutionen sind, die auf den Wegen A und 5 erhalten werden, 
so ist auch 7'S unter ıhnen, da es auf dem Wege AD erhalten wird, auf 
dem sich jene Reihen nicht ändern. Mithin bilden diese Substitutionen 
ein conjugirtes System, welches wir das conjugirte System der Gleichung 
f(z, yJ=Ü0 nennen, wenn ihr die Functionenelemente 2, ?’, ... adjungtrt 
sind. Ehe wir die Eigenschaften des conjugirten Systems einer Gleichung, 
der mehrere algebraische Functionen adjungirt sind, untersuchen können, 
müssen wir zwei Hülfssätze aus der Analysıs entwickeln, welche für den 
Fall, dass sich die Anzahl der adjungirten Funetionenelemente auf Null re- 


ducırt, bekannte 'Theoreme der Funetionentheorie sınd. 
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I. Sınd Yı ii, I, ren lvlement: algehranscher lunchonen von T, 
welche ın der Umgebung eines fur keine chieser Funchonen sınqularen 
Punktes da eindeutig definırt sınd. und hlerht Y ungeandert wenn IT von d 
ausgehend alle möglichen geschlossenen durch kemen singularen Punkt 
hindurchführenden Wege durchlauft, auf denen z, F ... keine Aenderung 
erfahren, so lasst sıch Y durch %. 2, f. .. ratıonal ausdrucken, 

Il. Sınd 14 2 u. llemente algehraischer Funchonen von x, die 


2, 2, 
ın der Umgebung eines nicht singularen Pıumkte. d eindeutig hestimemt ınd 
und ıst Is, y) eine unzerleghare ganze Funchon mM Y, der: zZ lo fırıen- 
ten ratıonale Functionen von m. : 2. ... sind. s0 qreht / von Od OU8 
gehende geschlossene Wege, auf denen z, z', ... ungeändert hleıhen, und 
eine ın der Umgebung von a eindeutig definirte Wurzel der (Gleichung 
f(x, y)=V ın eine beliebige andere eben da eindeutig definirte Wurzel der- 
selben Gleichung übergeht. 
Wir nehmen zuerst an, dass nur ein Functionenelement z gegret 


ist. Dies genüge einer ırreduetiblen Gleichung m” Grades, g/z, 2,—0, 


deren übrige Wurzeln ın der Umgebung von a durch die Funetionen- 
elemente 

%,, Zu 5 
dargestellt sein mögen. Da die Gleichung 4 (z,2)=0 irreduetibel ı8t 
giebt es nach einem zuerst von Purseuz aufgestellten und bewiesenen Natze 


m—1 Wege 
Ar A,. ... Bi. 
auf denen z ın die anderen Wurzeln übergeht. Auf ihnen möge s: 


Yı- /FF ... Um_1 


verwandeln, wo y, nicht von y» verschieden zu sein braucht. Beschreihr 
x von a ausgehend eine beliebige geschlossene Linie A, und gelangt z, 


auf ihr zu dem Werthe z:. so erfährt > und daher der Voraussetzunz nach 
auch y auf dem Wege A,4A:'=B keine Aenderung. Auf der Strecke 


A=4A;-'BA,;, geht also y, in y: und demnach is. in ztw; über VW enon 
daher z den Weg 4 durchläuft, so werden die Grössen 
Ey, Ay --- Auen 


ın derselben Weise unter einander vertanscht. wre 


- - - 
- -'% ... wor 
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Da mithin die algebraische Function 
ziy + 21yı + r 24 Ym Fb 

auf keinem der von a ausgehenden geschlossenen Wege eine Aenderung 
erleidet , so muss sie eine rationale Function von x sein. Wird ın den m 
Gleiehungen, welche aus der eben gefundenen erhalten werden, indem der 
Zahl 3 die Werthe von 0 bis m—1 ertheilt werden, z, mit z, vertauscht, 
so vertauschen sich nur die Werthe, die sıch aus ihnen für y, und y.; be- 
rechnen lassen, während der Werth, der sıch aus ıhnen für y ergiebt, un- 
geändert bleibt. Daher ıst „ eine symmetrische Function von 


- 52 


. 
“153 “2» .».» “ın 1» 


den Wurzeln der Gleichung 
per, 8 


Po. 
und lässt sich folglich durch x und z rational ausdrücken. 
Um jetzt den zweiten Satz für den Fall zu beweisen, dass nur ein 

Functionenelement adjungırt ist, nehmen wır an, es seien 

Yır Yar +-++- Yn-ı 
diejenigen Wurzeln der Gleichung f(z,y)=0, in welche ihre Wurzel , 
übergehen kann, ohne dass z sich ändert, und 

Br Be A 
bestimmte Wege, auf denen sich y unter der genannten Bedingung in diese 
Wurzeln verwandelt. Ist dann A irgend ein Weg, auf dem sich z nicht 
ändert, so ist auch A,ÄA ein solcher Weg. Da mithin auf ihm in eine 
der Wurzeln 

Ys Yır +++ Yn-ı 
etwa in y; übergeht, so gelangt y. auf der Strecke A zu dem Werthe y.. 
Da ferner auf dieser Linie keine zwei Wurzeln in dieselbe dritte übergehen 
können, so erfahren jene n Wurzeln auf ıhr eine bestimmte Substitution. 
Daher bleibt eine symmetrische Function derselben auf jedem Wege, auf dem 
z keine Aenderung erleidet, ebenfalls ungeändert und ist mithin eine ratio- 
nale Function von x und z. Daher genügen sie einer Gleichung rn“ Gra- 
des, deren Üoefficienten rational durch x und z ausdrückbar sınd. Da aber 
der Annahme nach f(z, y) keinen Divisor hat, dessen Coefficienten ratıo- 
nale Functionen von x und z sind, so muss die Gleichung f(x, y)=0 vom 
n"" Grade sein, und mithin y, ohne dass z eine Aenderung erfährt, ın 


jede andere Wurzel derselben übergehen können. 
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Jetzt möge der Gleichung für y bereits ein Funetionenelement 
adjungirt sein, und ihr ein neues, 2, adjungırt werden, eıne Wurzel eıineı 


! 


irreduetiblen Gleichung m” Grades (a, z',2)=0. Mit Benutzung des 
ehen bewiesenen Satzes, dass es Were siebt, auf denen z, ohne dass z 
sıch ändert, ın jede andere Wurzel dieser Gleichung übergeht. errieht ıch 
auf dieselbe Weise wie oben, dass 
y +yı3 ++ Ym-ı2n 1b 

auf allen geschlossenen Wegen, auf denen -' keine Aenderung erfährt. un 
geändert bleibt und mithin eine rationale Funetion von z und zZ ıst, Dar- 
aus folgt wieder leicht, dass sich y durch x, z und z’ rational ausdrücken 
lässt. Mit Hülfe dieses Satzes wird dann der zweite Satz für den Fall be 
wiesen, dass zweı Funetionenelemente adjungirt sınd, mit dessen FHülfe der 


erste für den Fall, dass drei adjungırt sind, u. s. w. 


8.4, 


Wenn die Substitutionen eines conjugirten Systems es gestatteı 
Element an die Stelle jedes andern zu setzen, so nennen wir nach (auchy 
das System transıtıv, ım entgegengesetzten Falle sntransıtın. We: 
Substitutionen es gestatten, « bestimmte Elemente auf die Plätze von „ be- 
liebigen andern zu bringen, so nennen wir das System u Ma/ transıtır 
Mit Benutzung dieser Ausdrücke lässt sich der zweite Satz (des vorigen 
Paragraphen auch folgendermassen aussprechen: 

I. Das conjugirte System einer ırreductiblen Gleichung ist transımı 

Ist die Gleichung f(x, yJ=0 aber reductibel, und ist g(xz,y) ein 
irreductibler Divisor ıhrer linken Seite, so kann eine Wurzel der Gleichur 


9(2, y)=0 auf Wegen, auf denen sich die adjungirten Irrationa ht 
ändern, dieser Gleichung zu genügen nicht aufhören und daher nur in 
eine andere Wurzel derselben Gleichung übergel Denn nach einen 
Satze der Functionentheorie müssen mehrere in der Umgzebung s hestimm- 
ten Punktes definirte Funetionenelemente, zwischen denen eine alrehrsische 


Gleichung besteht, dieselbe auch noch befriedigen, wenn die Veränderliche 


y 


einen beliebigen Weg durchläuft. welcher dureh 


a 
i 
A 
J 

y 
gi 
! 

> 
} 


führt, an der für eins jener Funetionenelemente die Entwickelbarkeit nach 


ganzen positiven Potenzen der Aenderungsen der Variablen aufhört. Wenr 


also /(x, y) keinen quadratischen Divisor hat, so kann sich eine Wurzel 
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der Gleichung /(z, y)=0 nicht in eine Wurzel der Gleichung N) _g 
90%, Y) 


verwandeln, und mithin ıst das conjugirte System einer reductiblen Glei- 
chung, die nicht für alle Werthe der Veränderlichen zwei gleiche Wurzeln 
hat, intransitiv. Daher lässt der vorige Satz folgende Umkehrung zu: 

ll. Wenn das conjugirte System einer Gleichung, deren linke Serte 
keinen quadratischen Dimsor hat, transıtiv ist, so ist die Gleichung 
irreductibel. 

Nach einem Satze von Cauchy ıst die Ordnung m eines u Mal tran- 
sitiven Systems conjugirter Substitutionen von n Elementen ein Vielfaches 
von n(Rr—1)...(R— u+1) und die des conjugirten Systems, welches von 
den «u bestimmte Elemente nicht verrückenden Substitutionen jenes Systems 

Mm 
n(n—1)...(n—u+1) 
III. Die Ordnung des conjugirten Systems einer irreductiblen Glei- 


gebildet wird, gleich Daraus fliesst der Satz: 


chung st en Vielfaches ihres Grades, und wird, wenn ihr eine ihrer 
Wurzeln adjungırt wird, durch ihren Grad getheilt. 

Aus dem Satze von Cauchy über die Zahlen, welche die Ordnung 
eines intransitiven Systems darstellen können, ergiebt sich ferner: 

IV. Die Ordnung des conjugırten Systems ewmer reductiblen Gleı- 
chung ohne quadratischen Theiler ıst durch die Ordnungen der conjugır- 
ten Systeme ıhrer ıwrreductiblen Divisoren theilbar und ın dem Producte 
dieser Ordnungen enthalten. 

Eine Verallgemeinerung der drei ersten Theoreme dieses Paragra- 
phen bildet der leicht zu beweisende Satz: 

V. Wenn zwischen den ersten H1(4=0, 1, ... u—1) von u 
Wurzeln einer Gleichung n"" Grades keine Gleichung besteht, die in Bezug 
auf die (+1) von einem geringeren als dem (n—4)"" Grade ıst, so ıst 
das conjugirte System der Gleichung u Mal transıtiv, und seine Ordnung 
ist ein Vielfaches von n(n—1)...(n—u-+1) und wird, wenn der Gleı- 
chung jene u Wurzeln adjungırt werden, durch n(n—1)...(n—u-+]1) 
getheilt. Wenn dann zwischen jenen u Wurzeln und eier (u-+1)*" eıne 
Gleichung besteht, die in Bezug auf diese von einem geringeren als dem 
(n— u)" Grade vst, so ıst das System genau u Mal transıtıv. 

Den Schluss dieser Reihe von Sätzen bildet endlich das Theorem: 

Vl. Damit das conjugirte System einer Gleichung n“" Grades von 
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der Ordnung ee sei, ıst erforderlich und hinreichend. dass eıne 
bestimmte Wurzel nicht durch weniger ls ya andere rahıonal ausgedrue kt 


werden könne. 


I. 9. 

Der Gleichung r“" Grades f(x, y)=0, die keinen quadratischen Di- 
visor habe, mögen mehrere Elemente algebraischer Funetionen, z, 2 
adjungirt sein, welche ın der Umgebung eines Punktes a eindeutig detinirt 
sind, den wır so wählen, dass er für keine der ım Laufe der Untersuchung 
vorkommenden algebraischen Functionen eine Singularität besitzt. Dann 
darf die Veränderliche x ım Folgenden nur solche von a ausgehenden ge- 
schlossenen Linien durchlaufen, die durch keinen sinzulären Punkt gehen 
und auf denen die der Gleichung bereits adjungirten Irrationalen kein 
Aenderung erfahren. Sei g(2,2)=0 eine irreduetible Gleichung m" Gra- 


! 7 


des, deren Öoefficienten rationale Functionen von z. z, zZ, ... sınd. ein 
dieser Gleichung genügendes, ın der Umgebung von a eindeutig detinirtes 
Functionenelement. Wird jetzt der Gleichung f(z,y)="0) noch die Irratio- 
nale 2, adjungirt, so möge /' ihr conjugirtes System werden. 

Durchläuft der Punkt x alle ıhm gestatteten Wege, auf denen 
Wurzeln der Gleichung f(x,y)=0 sämmtlich ungeändert bleiben, so geht 
2, in eine bestimmte Anzahl anderer Wurzeln der Gleichung 42.2," 
über, dıe wir mit 

Bar Mies bus Saain M Aie 


bezeichnen wollen. Sei DB; ein bestimmter Weg, auf dem sich z, ın z 


verwandelt, ohne dass die Wurzeln der Gleichung /(z.y)=U eine Aende- 
rung erfahren. Enthält die Gruppe Z, die Wurzeln nicht sämmtlich, s 
sei 2, eine der übrigen Wurzeln. Da die Gleichung y(z, 2) =U irreduc- 


tibel ist, so giebt es einen Weg A,, auf dem z, in z, übergeht. Aut dıe- 
sem mögen sich die Wurzeln der Gruppe Z, ın 
Mia ns raus: (ir 


verwandeln. Indem man so fortfährt, bringt man die Wurzeln der (rle= 


chung g(@, 2)=0 in p Gruppen: 
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u > Z 
“ıi,% “019 .... »* -0q 1» ( 0) 
[4 x 
Is In “eo. Sg (Z,) 


Sn 1» Zp 11) ++» Sn 1g 1° (Z, 1) 
Daber ist angenommen, dass die erste Wurzel z, der Gruppe Z, nicht in 


einer der vorhergehenden Gruppen enthalten ist, und dass sich die Gruppe 


Z, aus Z, ergiebt, indem x einen bestimmten Weg A, durchläuft. 
Besteht nun die Gleichung 2,.==2.,, in der wir a als nicht kleiner 


als „ voraussetzen dürfen, so bleibt 2, auf dem Wege 1,A,A;'B,' un- 
geändert, und daher werden die Wurzeln der Gleichung f(la.y)=0 auf 
ıhm einer Substitution 7 des conjugirten Systems / unterworfen. Da sich 
diese Wurzeln aber auf den Wegen BD: und BD, nicht ändern, so müssen 
sie dıe Substitution 7 auf dem Wege A,A,' erfahren. Nun giebt es aber 
einen Weg D, auf dem die Substitution 7 erhalten wird, ohne dass z, sich 
ändert. Da dann die Wurzeln der Gleichung /(z,y)=V auf der Strecke 
574.47" keine Aenderung erleiden, so geht z, auf ihr in eine Wurzel z,; 


der Gruppe Z, über, mithin auf der Strecke BA, in z,,, und daher ist 


- 
—— 


—— 


2.;. Nun ist e nieht kleiner als Y, und wenn « grösser ıst als y, 


- 


so ıst 





y und 2,.:=2,;. 


Da aber zwei verschiedene Wurzeln, z,: und 2,,, auf dem Wege A, nicht in 


z. nicht in der Gruppe Z, enthalten. Daher ist « 





dieselbe dritte z,.=2z., übergehen können, so muss %==d sein. Mithin 
kommt in jenen p Gruppen von je q Functionenelementen keine Wurzel der 
(rleichung m" Grades y(z,z)=0 öfter als ein Mal vor, und daher ist 
mp4. 

Ist 5 ein bestimmter Weg, auf dem, ohne dass die Wurzeln der 
(rleıchung f(z,y)=0 eine Substitution erfahren, 2, in 2, übergeht, und 
st J irgend ein Weg, auf dem z, ungeändert bleibt, so erleidet z/ auf der 
Strecke B"AB keine Aenderung. Auf ihr wird aber dieselbe Substitution 
der y erhalten wie auf A. Ist aber A’ ein beliebiger Weg, auf dem sich 
z, nıcht ändert, so ıst BA'B” ein Weg, auf dem z, ungeändert bleibt, und 


dieselbe Substitution der y wie auf A’ erhalten wird. Daher wird der Glei- 


= 
u 


chung f(z.y)—=0 dasselbe eonjugirte System /' eigen, welche Wurzel der 
Gruppe Z, ihr auch adjungirt wird. 
Ist A ein We 


auf der Strecke A,. 


s, auf dem z,., keine Aenderung erleidet, so bleibt z,: 
| B ungeändert, und folglich werden die y auf ıhr 


4-'; 
einer Substitution T des Systems /' unterworfen, Ist also S, dıe auf dem 
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Wege A, erhaltene Substitution, so erfahren die 2 auf der Strecke 
A= ABA, die Substitution 8,TS.'. Alle Substitutionen von dieser Form 
bilden aber ein dem Systeme 7 ähnliches conjugirtes System 7, das von 
dem Werthe vou ‚7 Salz unabhänsısr Ist, das lursrehnss der bh herren 
Erwägungen lässt sıch so aussprechen: 

l. Die Wurzeln der Gleichung y (a, 2 0 zerfallen ın p Gruppen 
ON N Q Wurzeln. Das conyugqırte System, das cd: i (leichung f Ey () 
eige 7 wird. WENN ıhr eine Wurzel ce i ırreduetibl: 7 Hulfsgleichung ad 
jJungırt wird, ist für alle Wurzeln einer Gh uppe dasselbe. Die p conyu 
gırt N Systeme, welche erhalten werd: N, wenn dus yedı . (rruppn eine Win 
zel adjungırt wird, sınd einander ahnlich. 

Dieses Theorem ist das erste einer Reihe von vier Sätzen mm 
den Zusammenhang derselben deutlicher hervortreten zu lassen . precher 
wir es noch einmal in einer anderen Form aus: 

ll. Durchlauft x alle Wege, auf denen eme Wurzel der (ruppn 
Z. ungeander!t bleibt, So erfahren die Wurzeln der (sleichung TI8.4 0 
«alle Substitutionen des conjugerten Systems / und keine anderen. 

Daran schliesst sıch zunächst der Satz: 

Ill. Durchlauft x alle Wege, auf denen dıe Wurzeln der Gleichung 
a, yJ)=V keine Aenderung erfahren, so geht eine Wurzel der Gruppe 
Z. ın jede andere derselben Gruppe, aber ın keine einer andern G DDe 
über. 

Ist 3 ein bestimmter Weg. auf dem. ohne dass die y eine Sub- 
stitution erfahren, 2, in die Wurzel z, der Gruppe Z, übergeht. 
irgend: ein Weg, auf dem dıe y keine Aenderung erleiden. s 
auch auf der Strecke 5A ungeändert. und daher geht z, auf 
Wurzel z, der Gruppe Z, über. Auf der Strecke 4 muss sich als 


z, verwandeln. Da demnach auf einem Wege. auf Jem die y keine Sub 
stitution erfahren, eine Wurzel der Gruppe Z, nur in eine andere Jerse.- 
ben Gruppe übergehen kann, so muss sich 2,: auf der Strecke 1.24 
2,,, und daher z,; auf DB ın z,, verwandeln. Sind ferner :,; und :,, zwei 
beliebige Wurzeln der Gruppe Z,, so geht auf dem Wege A’ RB.’ Ei. au 
dem sich die y nicht ändern, 2,5 In z,. über. 

IV. Durchlauft x alle Wege, auf denen die Wurzelm der (rag 
Z. in einander übergehen, so erfahren die Wurzein der Gleuchung f zw) — 


alle Substitutionen des conjugırten Systems DT, und kene amaerı 
















68 Frobenius, die Auflösbarkeit der Gleichungen mit veränderlichen Coeffheienten. 


Ist A irgend ein Weg, auf dem eine Wurzel der Gruppe Z, in eine 
beliebige andere derselben Gruppe übergeht, so giebt es einen Weg B, auf 
dem dasselbe geschieht, ohne dass die y sich ändern. Dann bleibt jene 
Wurzel auf der Strecke AB" ungeändert, und daher erfahren die y auf 
ihr. also auch auf A, eine Substitution des Systems /\.. 

V. Durchläuft x alle Wege, auf denen die Wurzeln der Gleichung 


(a, y)=0 eine Substitution des conjugırten Systems I, 


| erfahren, so geht 
eine Wurzel der Gruppe Z. in jede andere derselben Gruppe, aber in keine 
einer andern (rruppe über. 

Ist A irgend ein Weg, auf dem eine Substitution des Systems /', er- 
halten wird, so giebt es einen Weg 5, auf dem dasselbe geschieht, ohne 
dass 2,; sich ändert. Dann bleiben auf der Strecke BA die y ungeän- 
dert. und daher geht z,; auf ıhr, also auch auf A in eine andere Wurzel 


der Gruppe Z, über. 


$. 6. 


. Wenn erme irreduetible Gleichung dadurch reductibel wird, dass 
ihr alle Wurzeln einer anderen Gleichung adjungırt werden, so sind die 
irreduetiblen Gleichungen, ın die sie zerfallt, alle von demselben Grade. 
Die Coeffierenten jeder von diesen Gleichungen lassen sich ohne Benutzung 
der Wurzeln der Hülfsgleichung durch eine ihrer eigenen Wurzeln ratıo- 
nal ausdrücken. 

Nach dem Satze Ill $.5 kann eine Wurzel der Gruppe Z, nur in 
eine andere Wurzel derselben Gruppe übergehen, wenn der irreductiblen 
Gleichung y(z,z)=0 alle Wurzeln der Gleichung f(z,y)=0 adjungirt 
werden. Eine symmetrische Function der ın der Gruppe Z, enthaltenen 
Wurzeln bleibt mithin auf allen Wegen, die dem Punkte x dann noch ge- 
stattet sind. ungeändert und lässt sich daher durch x und die adjungirten 
Funetionenelemente rational ausdrücken. Folglich genügen die Wurzeln der 
Gruppe Z, einer Gleichung q"" Grades, deren Ooefficienten rationale Func- 
tionen von z und den adjungirten Funetionenelementen sınd, und die irre- 
duetibel ist, weil eine Wurzel der Gruppe Z,, ohne dass sich die y än- 
dern, in jede andere Wurzel derselben Gruppe übergehen kann. Durch- 
Jäuft z irgend einen Weg, auf dem z,, ungeändert bleibt, so erfahren die 


y eine Substitution des eonjugırten Systems 7',, und mithin geht jede Wur- 
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zel der Gruppe 2. ın eine andere derselben Gruppe über, Daher erleiden 


die Coeftieienten der Gleichung u (rades, weleher die Wurzeln ch r Gruppe 


Z, genügen, auf einem Wexe, auf dem sıch 2,, meht ändert, ebenfalls keine 
Aenderung und lassen sıch also durch = und z,, rational ausdrücken. At 


den beiden Theilen des eben bewiesenen Satzes lassen sich zweı Folrerun 
gen ziehen: 

ll. Wenn eiINe ırreductrble (Heichung, de ven (ırad eine Prımzahl 
1st. dadurch reductrbel wird, dass ıhr alle Wurzeln einer and. rn (Gleichung 
adjungırt werden, so wird si dadurch aufgelöst, 

Ill. Wenn eine (rleichung, deren conyugırt $ Syst m mehr als eın 
Mal transıtiv ıst,. dadurch reductibel wırd, dass ıhr alle Wurzeln eıner 
andern (re ıchung adyungırt werden , so wırd sie dadurch aufg: lost. 

Denn wäre u> 7 so mlsste, wie eben sezeist Ist, auf einem Were, 
auf dem eine Wurzel AR der Gruppe 2, ungeändert bleibt. eine andere ın 


ıhr enthaltene Wurzel z, wieder in eine derselben Gruppe angehöriıge Wur- 


zel übergehen. Da aber das conjugirte System der Gleichung 4 (z. 0) 
mehr als ein Mal transitiv ist, so giebt es einen Weg, auf dem z. in sıch 


roefjt, 


= 


selbst und z’, in eine beliebige andere Wurzel dieser Gleichung ül 


. 


Mithin müsste g>=m sein, was der Voraussetzung widerspricht. 

IV. Zerfallt die linke Seite einer wrreduchblen Gleichung, wenn 
ehr alle Wurzeln ewmer andern Gleichung adjungırt werden, ın p unzer- 
legbare Factoren, so wird die Ordnung des conjugırten Systems der letzte- 


ren, wenn ıhr eine Wurzel der ersteren adyungırt wird, durch p getheuit, 





Ist A ein beliebiger Weg, und ist z,: die Wurzel, in welche z, auf 
ihm übergeht, so erfolgt auf der Strecke AAZ'=B, weil sich z, auf 
z,. verwandelt, eine Substitution 7 des Systems /. Ist also S, die anf 
A. erhaltene Substitution, so erfahren die y auf dem Wege A= RA die 
Substitution S.T. Sind ferner T und 7 zweı Substitutionen von f. und 
ist S.T=S;,T', so ergiebt sich auf dem Wege 4,Ar' die NSubstitutic 


S58,=T'T", die in dem Systeme /' enthalten ıst. Also geht z, auf ıhm 
in eine Wurzel z,, der Gruppe Z, und mithin auf A, m z;. über. Folg- 
lich ist «== und daher auch T= 7. Sind demnach 

A AEET |: 


die Substitutionen von 7', so besteht das conjugirte System der Ir: 


F(z,y)=0 aus den Substitutionen 
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Dre Da 
ur er N ... SZ, 3 
>, 1 A N, 1 pr .“.. DD, 1 ;. 15» 
und mithin ıst seine Ordnung gleich pr. Damit ıst die Behauptung er 


wiesen, in welcher der Satz II $. 4 als ein specieller Fall enthalten ıst. 
Eine interessante Anwendung dieser beiden Theoreme giebt der folgende Satz: 

\. Wenn eine ırreduetible Gleichung, deren Grad n eine Prim- 
zahl ist, dadurch reduetribel wird, dass ıhr eine Wurzel einer ıirreduch- 
blen (rleichung m“” Grades adjungırt wırd, so ist n ein Dinisor von m. 

Die Ordnung des conjugirten Systems der irreduetiblen Gleichung 
n'" (srades ist dureh » theilbar. Zerfällt sie, wenn ihr eine Wurzel einer 
irreductiblen Hülfsgleichung m" Grades adjungırt wird, in mehrere irre- 
duetible Factoren von den Graden (l, b, C4 s,+, BO Ist, wie leicht ZU 
sehen, die Ordnung des conjugirten Systems der nunmehr reduetiblen 
Gleichung ein Divisor von 1.2...a.1.2...5.1.2...c... und mithin, da n 
eine Primzahl ist, und a,b, e, ... sämmtlıch kleiner als » sind, nicht mehr 
durch rn theilbar. Nun ıst aber dıe Ordnung des ihr gegenwärtig eigenen 
eonjugirten Systems ein Divisor der Ordnung des ihr vorher eigenen. Also 
muss die letztere dadurch, dass der Gleichung n‘” Grades die Wurzel der 
Hültsgleichung adjungırt ist, durch ein Vielfaches von n getheilt worden 
sein. Die Zahl, durch welche sie getheilt wird, ist aber ein Divisor von 
m, und daher muss auch n in m enthalten sein. 

Vl. Wenn sich das conjugırte System einer Gleichung, G, dadurch 
auf das conjugirte System I' reducırt, dass ıhr alle Wurzeln einer andern 
(rleıchung adjungırt werden, so wırd das System I' dadurch nıcht gean- 
dert, dass ın den (yelen aller seiner Substitutionen irgend eine Substitution 
von (7 ausgeführt wird. 

Ist A ein beliebiger der dem Punkte x gestatteten Wege und 5 eın 
Weg, auf dem ausser den bereits adjungirten Irrationalen noch die Wur- 
zeln der Hülfsgleichung ungeändert bleiben, so wird auf A eine Substitution 
S von @ und auf B eine Substitution 7 von /' erhalten. Da die Wurzeln 
der Hülfsgleichung auf der Strecke A''BA ebenfalls keine Aenderung er- 
leiden. #0 muss die auf ıhr bewirkte Substitution STS ' in dem Systeme 
f enthalten sein. Diese wird aber bekanntlich erhalten, indem die Sub- 


stitution S ın den Oyclen von T ausgeführt wırd. 








E Ö PERMUS a Int A (7 a ch ı? CHE di Glorchung: N 7 verande Ich n ! verincronften , n | 
’ 2 ) , \ N " I " 
\n N enn sıch das conmugirie Sysiem EINE? (ılı %« hung, (7, dadurch 
3 # « A ri % ] 4 n; a “ 4 % % 1 £ 
aunT das conmarte Sustem I ed ir, dass hr cıNe 1 urzel eıner ırrı 


thlen Gleorchung adıunanr! mmrd. 7 nd UuenNN sıch alle HN urzeln der letzt: 


IUCTEDO 
en durch eine TON ıhnı ı rahıonal ausd ucken iassen, So WU ırd der. ale m 


h micht geandert, dass ın den (welen aller seiner NSuhbstituhlonen 


ZZrZE x 


eıne Substhituhlon von G ausgeführt wird 


y 
Ar 


Sind z, und 2, zwei Wurzeln der ırreduetiblen Hülfsgleichung, so 

giebt es EINEN We» A, auf dem a N 2, übergeht. Auch kann eme Zahl 
von der Beschaffenheit sefunden werden, dass 2, auf A’ zu ıhrem An 
tangswerthe zurückkehrt. Ist dann 5 rend em Wer auf dem ; keine 
Aenderung erleidet. so bleibt, wenn die Veränderliehe die Linie ABA % 
beschreibt, 2, ungeändert, also auch z,, falls es sich durch = und 2, ratıo 
nal ausdrücken lässt. Mithin erfährt 2, und daher auch z, auf des 
Strecke ACA — A DA . ebenfalls keine Aenderunsr., a tolelıch sl 


der Linie A RA „A wie eine wiederholte Anwendunv dieses Schle ei 


zeigt. ın sıch selbst. auf A” " aber ın AR übergeht. 0 ıntuss zZ, auf einem 
Wege PR, auf dem Zi keine Aenderung erfährt, ebenfalls ungeändert bleiben 

Nun sind der Annahme nach alle Wurzeln der Hülfsgleichung ratıo- 
nale Funetionen von x und z. Beschreibt also die Veränderliehe all 


| 
I,.,#+ 


Linien. auf denen eine dieser Wurzeln keine Aenderung erleids 


’ 2 “ 
+ r y r 


sie auch alle Wege durchlaufen, auf denen alle Wurzeln ıhre Anfangsw: 


wieder annehmen. Mithin reducirt sich das conjugirte System einer le 
chung @, wenn ıhr eine Wurzel der Hülfsgleichung adjungırt 
das nämliche conjugirte System /', wie wenn ihr alle Wurzeln 
adjungırt werden, und damit ıst der behauptete Satz auf den vorigen zu- 
rückgetührt. 

VII. Das conjugirte System, das einer (Gleichung 
Wenn ıhr eine ratronale Function ıhrer Wurzeln adyı agıri 
aus denjenigen Substitutionen des ıhr vorher eigenen conjugırten Dys! 
durch welche jene Function nicht geändert wird. 


Dieser Satz ıst eine unmittelbare Folge der Detimit: 


ry 
t 


conjugirten Systeme einer Gleichung, der gewisse algebraıis 
adjungirt sind, aufgestellt worden ıst. Es bleibt also noch übrıg 


Uebereinstimmung dieser Definition mit der von Galoıs gegeben: sch 


zuweisen. Dies geschieht durch den Satz: 
IX. Jede rationale Function der Wurzrein einer leer Mg ALU 
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durch die Substitutionen ıhres conjugirten Systems nicht geändert wird, 
lasst sich durch die bekannten Grössen rational ausdrücken, und jede 
rationale Function der Wurzeln, welche sich durch die bekannten Grössen 
ratronal ausdrücken lasst, wird durch die Substitutionen ihres conjugerten 
Systems nicht geandert. 

Wenn die Veränderliehe von einem nicht singulären Punkte aus alle 
geschlossenen Strecken durchläuft, die ihr gestattet sind, so erfahren die 
Wurzeln der gegebenen Gleichung die Substitutionen ihres conjugirten 
Systems. Eine rationale Function der Wurzeln, welche durch diese Sub- 
stitutionen nicht geändert wird, ıst folglich eine algebraische Function, die 
auf allen geschlossenen Linien ıhren ursprünglichen Werth wieder erlangt, 
und mithin eine rationale Function der unabhängigen Variablen und der 
adjungirten Irrationalen. Lässt sich umgekehrt eine rationale Function der 
Wurzeln durch die bekannten Grössen ratıonal ausdrücken, so erfährt sie 
auf keinem Wege, den die Veränderliche durchlaufen darf, und da die Wur- 
zeln der gegebenen Gleichung auf solchen Wegen allen Substitutionen ihres 
conjugirten Systems unterworfen werden, durch keine dieser Substitutionen 
eine Aenderung. 


Berlin. im October 1871. 
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Zur Theorie der Determinanten. 


(Von Herrn J. J. Weyrauch.) 


„ion 


N Mr “ “ « 
F.: seı die Determinante n (irades 


Ad, Udo ÜUıy An) 

| 
Ga Gap Agy »:+ Ayu | 
(gay UAgg Ayy ... Ag, 


D = 


On Aura Aus +. GA 


n.« n. 


gegeben. Wir legen uns die Fragen vor: 

1) Wieviel Glieder der Determinante D enthalten mn bestimmte Kle- 
mente (weder mehr noch weniger) 4,1, Ayy, +... Anm der Diagonale? 

2) Wieviel Glieder der Determinante D enthalten m beliebige Ele- 
mente der Diagonale? 

3) Wieviel Glieder enthalten m oder weniger Diagonalelemente* 

4) Wieviel Glieder enthalten k oder mehr Diagonalelemente? 

5) In welcher Weise setzt sich die Gesammtgliederzahl aus den 
Gliedern mit 0 bis n Elementen der Diagonale zusammen? 

Der Coefficient von a,, ist eine Determinante n—1"" Grades, es 


giebt also (n—-1)! Glieder, welche a,, enthalten; a,,; kommt ebenfalls 
(n— 1)! Gliedern vor, darunter befinden sich aber (n—2)!,. worin au 
@,, Factor ıst. Die Determinante D hat also 2(n — 1)! — (n— 2)! (Glieder. 
welche a,, oder a,, oder beide zugleich enhalten. 

Um nun die Anzahl F“* der Glieder zu finden, in welchen über- 
haupt Elemente der Diagonale vorkommen, füge man zu (n—1)! der Reihe 


nach dıe Anzahlen der Glieder, ın welchen a5, Ass. Ays. -.. Aber keines 


der vorhergehenden Elemente als Factor enthalten ıst. Dann hat man fol- 


gende Aggregate zu summiren: 
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(n—!, 





(Rn — 1)! — (n—2)!, 

(n—1)!— 2 (n Dr —s)!, 

(n—1)! s(n— 2)! +3 (n 3)l— (n-—M)!, 

(n— 1)!—4(n — 2)! +6 (n— 3)! — In —4)!--(n—5)!, 

(r—1)!— (7) nm — 2)! ("7 )(n— 3)! .-- 

HODICHAH- NED II EHI, 

wo mit (*) der »" Binomialeoeffieient des Exponenten u bezeichnet ist, 
und erhält 


FoO—n [1424 +@- DR HH-+@+ +03) 
++ NAICHHEDH+E NAHM ICH+EH 
+eE ee]. 


Die Glieder der ın den Eekklammern stehenden Summen sınd figu- 





(n—3)! 
|! 





rırte Zahlen der 1'® bis n— 1" Ordnung und ihre Summen gleich 


fn\ /n Ws /n 
\2/> (3) Er \n 1) . (%) . 
so dass durch Substitution und Reduetion: 


| AM N (-1jr-1 
\ +) m! BER 233 © 
DEE —n!|l LEE} 2 n! | 
Dies ist die Anzahl der Glieder, welche überhaupt Elemente der 
Diagonale enthalten. Die Anzahl F der Glieder, welche keine Diagonal- 


elemente enthalten. wird also: 


2.) Fo—n!| 1 1 +. =r} 


A} n! 

Ausschliesslich m bestimmte Diagonalelemente kommen in so vielen 
(liedern — die Anzahl derselben heisse f"”" — der Determinante D vor, 
als die Partialdeterminante, welche den Coefficienten des Produets der m 
Elemente bildet, Glieder besitzt, die keın Element der Diagonale enthal- 


ten: d. N. 
l l Ä (—1)* Im 
gr ( 


n- m)! 


\f 


/9 *(m) / 
>. J=in—m): 





Diese Formel ıst gültig von m=0, wo sie ın (2.) übergeht, bis 


de) 
] 
|=1. 


(lieder mit n—1 Diagonalelementen existiren nicht, was selbst- 





MEN - z. wotür J a + ! 


+2 


verständlich ist, indem sämtliche Glieder aus dem Anfangsglied, welches 
alle Diagonalelemente enthält, durch Permutation abgeleitet werden, dabei 


aber wenigstens zweı erste oder zweite Indices sich ändern. 
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Die Gleichung (3.) führt noch auf die Relation: 


AN >(m) \ zım) ] ny+l 
4) ehn+i m | 
wobei allgemein unter /\” die Function f” für die Determinante r"" Gra- 


des zu verstehen ist. 
Aus n Elementen lassen sıch (%,) Combinationen m” Klasse her- 
stellen. Daher beträgt die Anzahl der Glieder, welche irgend m Elemente 


der Diagonale enthalten 


RN‘ Fin \r/m\ | kl" 
or ft m m Tr ot f ” ' 1 ’ 
4 hl (n- m)! 
eültiz von mV bis m=n—?2, wofür Fr ?—=(} 


Die Anzahl der Glieder, welche m oder weniger Diagonalelemente 


enthalten. wird demnach 





u m ] | ( ] " 
N Ya : \t/n | ) \ J 
Ö. Frm_— y(n 1): | Q EN Te 
, . R \“ | 2! 3! (n JA )! 


und die Anzahl derjenigen, welche k oder mehr enthalten: 


m \ . uk „a l l ( ] n wm 
' „be &: ). (nt): 
Ist m=%&-—- 1, dann wird selbstverständlich: 


(8.) n!= FF" ıL ft, 


Aus der Gleichung (5.) folgt ferner: 


Bezeichnet man die Anzahl der Glieder, bei welchen ın einer Deter- 
minante r“" Grades kein Diagonalelement vorkommt, durch 4 (r), so erge- 
ben sich aus den bis jetzt erhaltenen Gleichungen folgende einfachste 
Formeln: 


. m= g(n— m). 
I. FW = 2 g (n—m), 
IL. Fo — u ER 
: = — ()Y N U) 

un -2 
IV. Fr—] + FM) on—u), 

uk "ar 
“ n 


V. ns —=1—+ > "\ıeln—uN). 


als Beantwortung der fünf gestellten Fragen. 


Aus Gleichung | ersieht man den Satz: 


or: 
I) 
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In den Gliedern der Determinante r'" Ordnung kommen ebenso oft 
m bestimmte Elemente der Diagonale vor, wie m—p bestimmte Klemente 
in Gliedern der Determinante Rr—p“ Ordnung. 


Nach den bekannten Eigenschaften der Determinanten versteht es sich 


von selbst, dass die gefundenen Lösungen der Fragen ın Betreff des Sy- 


stems der n Diagonalelemente der Determinante DD genau ebenso gelten, 
wenn man die Diagonalelemente durch irgend ein System n transversaler 
Elemente ersetzt, d. h. r solcher Elemente, unter welchen sich weder 
zwei aus derselben Horizontalreihe, noch zwei aus derselben Verticalreihe 


befinden. 


Berlin, November 1871. 
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Leber Normalen rationaler Raumeurven. 


(Von Herrn Ems Weyr ın Prag.) 


%y 


Es sei (, eine rationale Raumeurve nr Ordnung. Um die durch 
einen beliebigen Punkt o des Raumes gehenden Normalen der Curve zu 
erhalten, betrachte man o als Mittelpunkt eines Systems concentrischer 
Kugeln: es werden dann so viele Normalen der Curve durch den Punkt o 
gehen, als es Kugeln des Systems giebt, die C, berühren. Und zwar wer 
den die Fusspunkte der Normalen zugleich die Berührungspunkte der tan- 
sirenden Kugeln sein. 

Das System conecentrischer Kugeln ıst ein Klächenbüschel zweiten 
Grades, in welchem die unendlich entfernte Ebene des Raumes doppelt ge- 
zählt auch eine Fläche des Büschels darstellt; denn die Flächen haben in 
der unendlich entfernten Ebene längs des ımagınären Kugelkreises einen 
gemeinschaftlichen Tangentenkegel, dessen Mittelpunkt o ıst. 

Das System concentrischer Kugeln wird somit auf der rationalen 


ten 


Raumeurve eine Punktinvolution 2‘ Grades bestimmen”), nämlich jene, 
welche von den Gruppen der 2r Schnittpunkte der Curve mit den einzel- 
nen Kugeln des Systems gebildet wird. Diese Involution wird somit 
2(2n —1) 


auch die » unendlich entfernten Punkte der Gurve (, befinden. Diese un- 


d. ı. 4n— 2 Doppelpunkte besitzen, unter welchen sıch jedoch 


endlich entfernten Punkte sind Doppelpunkte der in Betracht gezogenen 
Involution, da sie die Schnittpunkte der Curve mit der doppelt gezählten 
unendlich entfernten Ebene sind und daher jeder von ıhnen für zweı einfache 
Schnittpunkte gilt. Im Endlichen verbleiben somit nur noch 3n—2 
Doppelpunkte der Involution und jeder von ihnen giebt Veranlassung zu 
einer berührenden Kugel des concentrischen Systems, und somit zu einer 
durch o gehenden Normale der Curve (,. Wir gelangen daher zu tol- 


gendem Ergebniss: 


”) Siehe: „Sopra alcune singolarıta di second’ ordıne delle curve gobbe razıonalı“. 
Annali di matematica tomo IV. fasc. IV. 
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Durch ewmen beliebigen Punkt des Raumes gehen 3n—-2 Normalen 


erıner rattonalen Raumcurve n” Ordnung. 





Jede durch o gehende Normale von €, hegt in einer durch » gehen 
den Normalebene der Curve, und umgekehrt liefert jede durch o gehende 
Normalebene von (, eine durch denselben Punkt gehende Normale der 
Curve, so dass wir auch sagen können: 

Durch einen beliebigen Punkt des Raumes gehen 3n—2 Normal 
ebenen einer rationalen Raumecurve n"" Ordnung. 

Die Normalebenen sind Berührungsebenen der Fläche der Krüm 
mungsaxen und wir haben daher auch den Satz: 

Die Flache der Krümmungsaxen einer rationalen Raumeurve n” 
Ordnung ist von der 3n—2"* Classe. 

Es seı hier bemerkt, dass die Fläche der Krümmungsaxen vom 
Grade 6(n—1) ist. 

Dieselben Betrachtungen, welche wir für Raumeurven durchgeführt 
haben, lassen sich auch für rationale ebene Gurven anstellen, und es tritt 


an die Stelle des concentrischen Kugelsystems ein System concentrischer 


Kreise. 


Prag, im October 1871. 
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Leber die Anzahl der Doppelnormalen einer 
rationalen Raumeurve. 


von Herrn Kins! Hei " ım Prag.) 


Won man die Ergebnisse der Betrachtungen, welche in dem 
Ss. 180 — 192 dieses Bandes abgedruckten, sowie ın dem vorstehenden Auf 
satz enthalten sind, gleichzeitig auf die rationalen Raumeurven zur Anwen- 
dung bringt, so kann man in folgender Weise die Zahl der Doppelnorma- 


len emer Raumeurve n'” Ordnung bestimmen. Ser z eın Punkt der Raum- 


UrVe En. % SeINe Normalebene und 7 einer von den weiteren 7 | 
Schnittpunkten der Ebene « mit der Curve (/,. Wenn wir nun dem 


'unkte z den Punkt y als entsprechend zuordnen, so ist es nicht 


schwer. die Grade dieser Verwandtschaft zu bestimmen. Zunächst 
ist aus dem Gesagten klar, dass jedem Punkte x, n—1 Punkte y ent- 


ER EEE a ERR Y \ ap u an > ’ R 
sprechen, so dass das y-Svstem - | -deutig Ist. Dasegen kann man durch 


einen Punkt y der Curve ausser dessen Normalebene noch weitere (3n—2)—] 


d. 1. 3n—3 Normalebenen zur Curve (, legen, deren Fusspunkte ebenso- 
viele. dem Punkte y entsprechende Punkte x sınd. Das z-System ist so- 
mit 3(n—1)-deutig. Die Zahl der involutorischen Elementenpaare wird somit. 

1 


| ._ \/ IN a U u FE, >. 
3 | (a—1) (n—2)+ 3(n—1)(3n—4) |>@ 1) (on —1, 


sein. Bezeichnet man mit «. y dıe Punkte eines solehen involutorıschen 


- r +» 


Elementenpaares, so wird nach der Art der angegebenen Verwandtschaft 


der beiden Systeme die Beziehung zwischen 2 und y darın bestehen. dass 


die Normalebene des einen Punktes durch den anderen Punkt hindurch- 
geht. Die Schnittlinie der beiden Normalebenen. welehe man ın z und a 


zur Curve (, legen kann, wird somit die Gerade xy selbst sein, woraus 
nun unmittelbar folgt, dass diese Verbindungslinie c’y eine Doppelnormale 
der Kaumeurve Ü, ist. Wir können somit sagen: 


J N‘ u. —\ 


Fine rationale Raumcurve n“" Ordnung besitzt (m Nenn — 


Doppe In ovrma le 7 
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n(n--1) 


Von diesen Doppelnormalen liegen jedoch 5 in der unendlich 
din 

entfernten Ebene des Raumes, da man hier so wie bei den ebenen Gurven 
die Verbindungslinie zweier unendlich entfernten Punkte der Curve als eine 


Doppelnormale betrachten muss. Im Findlichen verbleiben somit bloss: 
nn] n-—1)(9n -14 
nö An ) je ( x 


Doppelnormalen, so dass wır den folgenden Satz aussprechen können: 


Eine rationale Raumeurve n‘” Ordnung besitzt = dual nn um 
Endlichen liegende Doppeinormalen. 

Ein Kegelschnitt besitzt im Endlichen zwer, eine cubische Raumeurve 
dreizehn, eine Raumcurve vierter Ordnung zweiter Art 33 Doppelnorma- 


len u. Ss. w. 


Prag, im October 1871. 











I] 


Ueber Auflösung von Gleichungen und Summation 
von Reihen dureh bestimmte Integrale. 


(Von Herrn Paul du Bois-Beymond in Freiburg i. Br.) 


\ 
4 x x . * . r . s » ‘ 
l‘;: besteht jedenfalls nur eine äusserliche und keine tiefer im Wesen 
der Sache begründete Verwandtschaft zwischen den Lösungen der beiden Pro 


bleme: Die Wurzeln beliebiger Gleichungen. und die Summen von Reihen 


durch allgemeine Formeln darzustellen. Es seien Z,. Z,. ... Z, Wurzeln 
einer Gleichung f\2)=0. Gelingt es, die Summe dieser Wurzeln: Z, 17.4. 1 Z 
durch allgemeine Formeln z. B. durch bestimmte Integrale darzustellen. so 
kann man erfahrungsgemäss auch gewöhnlich die Summe FZ,, FF Z --F|Z 


wo F eine beliebige Function, in ähnlicher Weise ausdrücken. Ist dann z. B 
ygD+Yyl2)+gpB)+ + -gp(n) zu summiren, so wird dies geleistet sein. wenn 
man = F und fiz) = sinaz setzt. 

Dergleichen allgemeine Formeln, zu denen man auch die Lagrangesche 
Reihe zählen muss. sind schon oft genug von verschiedenen Autoren aul- 
vestellt worden, wobei zumeist entweder Integrale mit complexen Grenzen 
oder der Fourierschen ähnliche Formeln das Mittel lieferten. Die Layrangesche 
Reihe abgerechnet, sind nun zwar solche Formeln ohne praktischen Nutzen 
geblieben. Gleichwohl meine ich, es könne einiges Interesse haben. die ge- 
meinsame Quelle auch jener Formeln in der so ergebnissreichen Lehre der 
complexe Wege genommenen Integrale aufgedeckt zu finden. Es zeigt si. 
dass die Lagrangesche Reihe. die älteren Formeln von Parceral, Ja 


ze 
)i f 


Cauchy und verschiedene andere von geringerer Bedeutung. nahe lieger 


Consequenzen aus gewissen allgemeinen Formeln sind. die ihre 


rin 


aus dem Cauchyschen Fundamentaltheorem: 


nr 73 » [@) ,„ 
Io) = 2ti. ee 


- 


sich sehr leicht herleiten lassen. Mit jenen allgemeinen Formeln sind ge 


die Formeln (5.). (6.) und (8.) der folgenden Mittheilung. Ich erlaube mir =- 
sonders auf die im Art. IV. enthaltene Discussion der Lagramgeschen Heide 
aufmerksam zu machen, welche nicht allein zu dem ihr Legitimitätsgehnei emezl.ug 
beherrschenden Satze führt, sondern (Bemerkungen auch zeigt, we.che Rurniang 
zu einer vollständigen Theorie jener Reihe die Untersuchung einzuscr.ag: 
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Ueber einige complexe Integrale. 





Man hat: 





/ log sds = I\slogs 3), 
wo mit der Bezeichnung rechts vom Gleichheitszeichen die Differenz der 
Werthe für z und z, gemeint ist, 

Lassen wir die variable obere Grenze des Integrals um den Null- 


punkt herumgehen und in den Punkt z, zurückkehren, so erhalten wir: 


Fe) / logsdz 2niz,, 


weil der Logarithmus bei diesem Umgang um 27‘ zugenommen hat. Der 
Werth dieses Integrals hängt also vom Ausgangspunkt des Integralionsweges 
ab. sonst ist es vom Integrationsweg, wolern er den Nullpunkt umschliesst, 
unabhängig. 


Ferner ist: 





/ ni ” % 7\ BR PRRER 
/ log( 1— —) ds — \(s-2 log (s—-Z)—zlog3). 


- 


Wird die variable obere Grenze um die Punkte 3=0, 3=Z herum zum 
Punkt z=z, zurückgeführt. so ergiebt sich: 


au Fe Äh; . 

2. } log 1- — )dz = (2,—-Z)2ni—z,2ni = —2niZ. 
Das Integral linker Hand hängt also lediglich vom Punkt Z ab und ist vom 
Integrationsweg. wofern er die Punkte z=0, z=Z umschliesst, ganz un- 


„hu 
11) d L 
EIER m dan * 


nıtllar ict.« 
Drittens Du. 


F(z' 
—; d2. 
—/Z 





2 


- 


/ F z log z—-Z,dz = |F'z)log(z—Z) / 


Wir nehmen an. dass innerhalb des Gebietes. dem der Integrationsweg des In- 
tegrals linker Hand angehört. Fz, eindeutig, stetig ist, und lassen die obere 


Grenze z um den Punkt z = Z herumgehen und zum Punkt z = z, zurückkehren. 


Wir finden dann: 


3) SF @)log(s—Z)ds = 2nijFla)—F(Z)) 
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Endlich ist: 


RER Z\ 7 F@)2 
J l Ce; log( 1 dz Ir: log( 1 = ; / (2 7 da 


\ egen : 


(EM = SO [Das 


“ \ 
erhält man durch Herumführen des Integrationsweges um die Punkle 3-0, 2 -Z 
4 / F (z)log( 1— — )dz 2niiF\Z)— F(O 


Il. Anwendung dieser Integrale, um die Wurzeln von Gleichungen 


auszudrücken. 
Nun sei eine Function f\z) gegeben, die in einem Gebiet T auf die 
Form gebracht werden kann: 

(3— Z,)" (3 —2,)"...(#—Z,)"efı(2), 
wo fı(2) im ganzen Gebiete T stetig, eindeutig, nulllrei ist, so dass in diesem 
Gebiete T auch logf,(z) stetig und eindeulig ist. Wir dividiren die vor- 
stehende Gleichung mit 3°“ '“e, nehmen an beiden Seiten die Logarithmen 
und multiplieiren die Gleichung mit einer stetigen und eindeutigen Funetion 
F(z). Dies giebt: 


Bin Z ie Z 4 Z 
u,F'()loeg(1— = )+1,F'(z)loeg(1— =)+-+u,F'(z)log(1 t 


= F(@)log a —F e)logfile), 

Diese Gleichung integriren wir über einen die Punkte s=0, z—=Z,. 

3=Z,. ... 3—=Z, umschliessenden, dem Gebiete T angehörigen in sich zu- 
rückkehrenden Weg. Nach dem Obigen folgt: 


(u F(Z) + FlZ) + + u, F(Z)— (+ ++ u,) FO 


9.) 1 zu 2 
ei u / F (2 log( \ dz, 
\ Ir x ‘ - „U, tr Ute U £ J 











da das Integral 4 F'(z)logfı(z)ds unter den über F'\z) und fi 3 gemachten 


Voraussetzuneen Null ist. Ganz ähnlich würden wir. wenn wir nich! 


2 ’s'.-t#e dividirt hätten, gefunden haben: 


u, F Z,)+4 «FF 2; pP + FZ 
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wo der Integrationsweg den Punkt 3 = O0 nicht zu umschliessen braucht. 
l,ässt man den Integrationsweg ausgehen von einem Punkte, in dem Fz 


verschwindet. so ist einfach: 


-_ \ vo... 2 vor . ur I Er 1 ’ 
(T. uFZ)+WwF(Z,)+ + +u,F(Z,) - / F'(z)logf(z) da. 
. / } ji ’ 


Durch partielle Integration kann man den Logarithmus unter dem In- 
tegralzeichen entfernen. Setzt man 


Au \ ” \ . \ . AR‘ n Mr ’ F(z)f'(z) u 
;, I ‚© log fi dz = lim. hr s)logf(zs) / 72) dz\, 


so lässt sich zeigen, dass 


14 | 
\ | \ m - Bu y g/ R |) 
ATi Te u, I (2,) Di F(z)logf(z), 


woraus dann folgt: 


"(z) 


- 


’ l > F@@)f 
“ y r Mn L' r \ f RR. € N [2 \ BI = m, 
(8. uFZ)+wF(Z)+.-+u,F(Z,) a: / fa) 


dz, *) 


wie man auch ohne Weiteres direct findet, wenn man 
ee \ a en r x . 2 r \ fe Fi r m a [a\ 
f(z = (3— 2,“ (3— 2)‘ u fı\2) 


logarithmisch differentiirt, mit F’(z) multiplieirt, und über einen die Punkte 
s—=Z,.... z2=Z, umschliessenden Weg integrirt. 


III. Ueber die Anwendungen von Formel (S8.). 

Mit Hülfe von Formel (8.) kann man Wurzeln beliebiger Gleichungen, 
sobald man ungefähr den Ort der Wurzel kennt, und die Functionen F, f die 
ihnen auferlegten Bedingungen erfüllen, durch einfache Integrale ausdrücken. 
Diese Integrale sind aber von abschreckender Zusammengesetztheit. Sie ent- 
halten. wenn man z. B. Kreise zu Integrationswegen wählt, zwischen gewissen 
Grenzen willkürliche Parameter, deren Veränderung auf den Werth des In- 
tegrals ohne Einfluss bleibt. Demnach sind diese einfachen Integrale im 
(Grunde doch verkappte Doppelintegrale, und zwar von der Art, welche ich 
Fouriersche Doppelintegrale genannt habe, die nämlich von einer Inte- 


orationsgrenze unabhängige sind. eine Verwandtschaft, die auch Jacobi aul- 


4 “ ‘ - 
selallen ıs! Dieses Journ. Bd. 2. pag. 7). 
est rınel hat schon Cauchy gegeben, siehe Valson, „la vie et les travaux 


((auchu.* 
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Weiter kann die Formel (8.) zur Summation fast jeglicher Reihe 
dienen. und damit auch zur Auflösung von Differenzengleichungen Aber 
nicht allein gelten hier die eben gemachten Bemerkungen über die Compli 
cation der Integrale, sondern es kommt noch eine Schwierigkeit hinzu. Wenn 
man z. B. die anendliche Reihe Fl)! Fi? + dadurch summiren will, dass 


man fiz)=sinnz setzt. so hat man darauf zu sehen. dass der um alle Wurzeln 


von sinnz:-(0 geführte Integrationsweg von 


ein convergentes Integral ergieht. 
Diese Bedingung zwingt häufig Integrationswege zu wählen, die das 
Integral noch viel complieirter machen. Um z.B. die Reihe 
sıny , sındy , sın9y 
4 "9 


sıny% 


zu summiren. hat man f(z) = sinnz, F(iz zu setzen. und. 


- 
PX) 


wesen F(z F(—z), z. B.: 
me 2>R gg +e” 
für en il 0. Y + e 


als Integrationsweg zu nehmen. Der Integrationsweg muss sich im Unend- 
lichen ziemlich rasch der reellen Linie nähern. Setzt man T=r-ie". so 
findet man auf diese Weise: 


siny , sındy Io f: sin £?y 








+ r _ f pie. = zZ Rn cool on dZ, 


2 
wo das Zeichen bedeutet, dass man den imaginären Theil der rechts davon 
stehenden Grösse zu nehmen hat. Vorstehende Reihe lässt sich übrigens auf 
anderem Wege viel leichter summiren. 
IV. Die Lagrangesche heihe als Consequenz von Fi 
Unter älteren alleemeinen Formeln. welche den obiren Analoges leıs 

ist die Lagrangesche Reihe die berühmteste. Lagrange fand, dass die Ulei- 
chung für =: 


I m 4 > ( ) 


eine Wurzel z Z habe. von der eine beliebiee Funetion F /) sie 3 














256 P. du Bois-Reymond, Anwendungen der bestimmten Integrale. 





drücken lässt, wie folgt: 


r a a di 1 dFODECH’ 1 EFOÖOglH 
(12.) F(Z) = F(Ü)+F(O)y(S)-+ er Be), iv... 
\ ) ( ) (£) F \s, f (6) a2 de + 1.23 de 


Von älteren Versuchen abgesehen, hat vor einiger Zeit Hr. Rouche *\ 








das Lagrangesche Ergebniss einer genaueren Prüfung unterworfen. Sein 
wichtigster Satz scheint mir aber nicht allgemein genug zu sein, und der 
Beweis dieses Satzes, der sich auf die Potenzentwickelung einer nicht ein- 
deutigen Grösse und die Differentiation dieser Entwickelung stützt, schein! 
mir andere Beweismelhoden wünschenswerih zu machen. Formel (6.) eigne! 
sich dazu, die Grenzen der Gültigkeit der Lagrangeschen Reihe und die Be- 
schaffenheit ihrer Wurzeln mit aller Strenge festzustellen. 

Es sei eine Gleichung f(z)=0 gegeben, die wir uns in dieser Forn 

13.) f@)=3-{°-g(z) =0 

veschrieben denken, wo { eine gewisse complexe Grösse vorstellt, die auch 
Null sein kann. 

Wir machen folgende Annahmen. 


9) _ 
3—Z 





1) Das Gebiet T, in welchem mod 


Punkt 3=Z. 
2) Im Gebiet T*, das zu Begrenzungen nur die äusseren, nicht die 


<1 ist, umschliesse den 


inneren Begrenzungen von T hat, dem mithin der Punkt = Z angehört, ist 


p(z) stetig und eindeulig. 


3) Die Function F(z) ist im Gebiete T* stetig und eindeutig. 
Alsdann gilt der Satz: 
Es liegt stets ein aber nur ein Wurzelpunkt im Gebiet T* und zwar 
auf einer inneren Begrenzung von T. Nennen wir diesen Wurzelpunkt Z, so 
2 —5—1%(%) 


Ser von Null und Unendlich verschieden, und man hat: 
_ Zu 7 





ist lim._z 


| m am, I dFE, 1 FH: 
EN = FIR P(cy (E)-L a2 un ÜBER 
FZ) = FO+HF OO tTE E 71T23 de’ 








i 
Beweis. 

Formel (6.) lautet in unserem Fall: 
aF(Z)+WmF(Z)+-+u,F(Z,) 


| wu 
; \ nf. 2; 4 i\ Fo x d | - 
Mtiet +, F (Bu, Er 1 \P, log(2—-°—-%(3)) da. 


6". 


un u 


*) ic. Polytechn. Tome XXII., cal. 59, p. 193. 








DD 
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Wir schreiben das Integral rechter Hand, wie folgt: 


SF ots) = nl IB Aeienin us 


\ 27 


und drücken die beiden Integrale rechter Hand anders aus. 
Was das zweite betrifft, so haben wir wegen Formel (3.): 


1 3. ER ER u 
SF log (Ude = - Fia)-FÜ 


ni. 





14.) 








/ x \ 
(19.) 


Im ersten Integral 





FE if F' (3) log (1- I > 7 )ds 


können wir im Gebiete T den Logarithmus nach Potenzen von —— ent- 


wickeln, wodurch es übergeht in: 


‚2 (= / (N \? (-N\ 
N De 7 JOTELIRBTE ORTEN E ZA ARE 
Ani. ra ( “\g P\z:— "en 


> 
a * 3 —6 - 








Das Integralzeichen setzen wir vor jedes einzelne Glied der Reihe und wenden 
bei jedem einzelnen Gliede die Formel 
dl . ni dIDld) 


Eu _ Er se Il(n—1) dei 





an, deren bekannte Voraussetzungen, wenn $(z) successive gleich F'(z)y 
F(z)yp(z)', ele. angenommen wird, im Gebiet T* zutrelfen. Wir erhalten: 





1 RR 7 E% 
u log (1 * FEIN fe 

\ Imi. i ” a . 
16.) | = 
" 7 \ 2 or “ Cox 

| F(&) 1 dFON ,;, 1 IF, 

= h d _— u; eg Fre 3 Br m a ur go era “> HRRENER MENT, .. Pr 

‚yYO)+ Ta de 1.2.3 d£ 


Nachdem wir so das Integral rechter Hand in (6°.) umgeformt haben. geht 


6°.) über in: 
wF(Z)+WF(Z)+-+u,F(Z,) 
6° ) 1 IF' , “ x 2 
; a, \ FR 1; % , ( & f \s. 
= F(z,) {at 1a ++ 0,1) + FO) + F(ö)y rer +, 


aus welcher Formel sich die Richtigkeit des behaupteten Satzes ohne Weiteres 
ergiebt. Denn erstens kommt der willkürliche Anfangswerth F(z,) nur im 
ersten Gliede rechter Hand vor. das demnach für sich Null sein muss. 
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woraus folgt: 
ut ++ +u, = 1. 


ı 





Zweitens sind die « ganze Zahlen, da s—-{—y(z) im Gebiet T* stetig, ein- 


deutig ist, also sind die « Null bis auf Eines, das gleich 1 ist. Drittens kann die 


s . ei ' s p(%) 
Wurzei nur in der Grenze der Gebiete liegen, in denen mod" kleiner 
Ad ” 

5 a: ’ . . a & p(Z) s 
und grösser als Eins ist, da, wenn wir die Wurzel Z nennen, I: -1 ist. 
Endlich ist wegen (6°.): 

Wu, ro, | vr'- ‘- 2 1 dF' \K)JD\ıc 
F(Z) ae F(<) F)P()+-5 aa a En elc. 
. m UL 


0. E. D. 

Bemerkungen. 1) Ganz in der nämlichen Weise wird man noch 
andere Wurzeln von fiz)= 0 erhalten können. Wir geben dieser Gleichung 
die Form: 


fi2) = 2-5) 91) = 0. 
Durch den nämlichen Gedankengang wie oben findet man alsdann, dass im 


p,%) 


(sebiete T,*, das mit dem Gebiet mod, — 5 1 die äusseren Begrenzungen 
zu nd 


gemein hat und den Punkt z=[, enthält, zwei einfache oder eine Doppel- 
wurzel f(z)—=0 liegt, und nennt man diese Wurzeln Z,, Z,,. so kann man 
F’Z)+F(Z,) durch eine Reihe ausdrücken. So kann man leicht den obigen 
Satz immer mehr verallgemeinern, wie übrigens schon Herr Rouche ge- 
zeigt hat. 

2) Im Falle die dem obigen Satze zu Grunde liegende Annahme, dass 


z\3) im Gebiete T* eindeulig sei. nicht erfüllt ist. gestalten sich die Dinge 









verwickelter. In besonderen Fällen, wie für f(z2) = y1l-z', C=0, wo also 

( (2 rg - . rg i 

de -—=1—y1—3”, erhält man in der That «„+,=1 und modz=x als 
X 2) 2 

äussere Grenze des Gebiets mod-—— < 1, auch ist hier die Umformung (16. 


und die Entwickelung von nr ıF(—1) nach der Lagrangeschen Reihe 
gestattel,. eine weitere Untersuchung klug Verhältnisse habe ich indessen 
nicht angestellt. 

3) Wie man aus dem obigen Theorem ersieht, beruht die Möglichkeit 
der Entwickelung einer bestimmten Wurzel einer Gleichung f(z) = 0 in die La- 
grangesche Reihe darauf, dass für diese Wurzel eine Grösse £ gefunden werde, der 


ya (2) rg h 
irl, dass das Gebiel, in dem mod(1— N .). 1 ist, den fraglichen Wurzel- 
A 
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punkt vollständig umgebe. Wenn für einen Wurzelpunkt Z überhaupt ein 
soleher Punkt { existirt, so wird es nicht bloss einen solehen Punkt Z »eben, 
sondern ein ganzes Gebiet, in dem der Punkt £ beliebige gewählt werden darf. 
So gehört dann zu jedem Wurzelpunkt ein Gebiet ©. Nehmen wir z. B. 
fiz) = =a,z" an, so würde die fernere Theorie der Lagrangeschen Reihe sich 
zunächst zu beschäftigen haben mit der Frage: Welches sind die Begrenzungen 
der durch die Wurzeln einer algebraischen Gleichung bestimmten Gebiete [? 


Diese Frage wird gegenwärtig hier untersucht. 


V. Beziehung zwischen den obigen Formeln und den Formeln 
von Parceval, Jacobi, Cauchy. 

Marc- Antoine Parceval*) scheint zuerst allgemeine Formeln aufge- 
stellt zu haben, welche Wurzeln von Gleichungen in Form von bestimmten 
Integralen ausdrücken. Wenngleich seine Formeln ohne directe Anwendung 
geblieben sind, so haben sie doch den Nutzen gehabt, die Mathematiker zu 
interessiren, und weitere zum Theil sehr merkwürdige Untersuchungen her- 
vorzurufen, wie denn die Rolle. welche in Parcevals Formeln das imaginäre 
Symbol spielt, Einfluss auf die Richtung der Cauchyschen Arbeiten gehabt 
haben soll. 

Parceval summirt die Lagrangesche Reihe, wie folgt. Die nach x 
aufzulösende Gleichung sei e&—z+y(z)=0, und p sei die durch die La- 
grangesche Reihe ausgedrückte Wurzel der Gleichung, so dass: 


we 1 dy(e)' | 
p-a = p(o)+ 13 u a 





Er geht von der leicht zu verificirenden Bemerkung aus. dass die Grösse 
o - 
FR \) 
—slog 1——y (@+s), nach steigenden und fallenden Potenzen von s ent- 
s 7 ’ 
wickelt als von s unabhängiges Glied die Lagrangesche Reihe rechter Hand 
in vorstehender Formel hat. Setzt man nun in: 
BB 9ER PR 2 a+s)t = Aut As 
N u a a 
cose +isine statt s, so wird der reelle Theil der Reihe rechter Hand: 


Au+ (Aı+ Bı) cose + (A,+ B.) cos? 


*) M&moires des Savans dtrangers 1800. 


Jourual für Mathematik Bd. LXXAIV. Heft 4. 37 
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und giebt von O bis 7 integrirt n A,. Setzen wir daher cose +isino = Y,, 
cose —isine = },. so wird: 


u 1 ‚ne ) 1 | | B' * | 
Ar 35 de \Vilog(1- yyiat ))+log(1- 7-4 (e+V.))} = p-u 


() 
sein, welches die Parcevalsche Formel ist. Es ist leicht zu sehen, dass sie 
eine Consequenz ist von Formel (9.): 





r r \ Y | & f (2 
F(Z)—F\0) = ——— / 'F(s)log(I )as, 
i E “Tut u S 
in der ich gleich «,=1, = ı,=...=(0 angenommen habe. Denn setzt 
man darin F(32)=z, ae hen und integrirt über einen Kreis mit 





dem Halbmesser 1 und dem Mittelpunkt s=0, so wird die vorstehende Formel: 


cos® -isin ® 





’ | 2 glat+cosv--i sın® u 
Zi = log (1- Aa |cose -+isinv} de. 


Diese Formel de wenn man 


BE a g(a+V,)\y 
ra log(1— v )Vıde 











af‘ log(1-- ak —)y, dv 


und Z=p-a setzt, in die Parcevalsche Formel (17.) über. Er giebt ihr 


‚ u ö g(a@--V g(a-+YV. 
noch eine andere Gestalt, indem er die Functionen r\ 5 ı) i ‚\ v 
i 2 
ın den Logarithmen und dann die Logarithmen selbst in ihre reellen und ima- 
ginären Theile zerlegt. In dieser Gestalt ist dann die Parcevalsche Formel 
auf strengere und allgemeinere Weise von Jacobi *) abgeleitet worden. Die 


Parceralsche Formel, so wie sie eben hergeleitet wurde, hat nämlich nicht 








allein dieselben Mängel wie die Lagrangesche Reihe bei ihrer ursprünglichen 
ilerleitung. dass man in der That nicht weiss, ob man eine Wurzel und welche 
man durch sie erhält: Ausserdem setzt die Parcevalsche Formel noch voraus, 
dass im Kreise mit dem Halbmesser Eins und dem Mittelpunkt 3=0 eine 
Wurzel liege, da sie nur in diesem Falle die Summe der Lagrangeschen 
veihe ist. 

Jacobis Entwickelung ist von der Lagrangeschen Reihe unabhängig. 
Sie beruht auf der Vergleichung der Coefficienten der Entwickelungen einer 
K“unclion nach Potenzen und nach Fourierschen Reihen. Entwickelt man 


y're , einmal nach Potenzen von r.e" (zwischen den Grenzen von r, zwischen 


)eSeR Journ. 4 Bd., pap- 1. 
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denen die Entwickelung legitim ist). das andere Mal nach den Sinus und Cosinus 
der Vielfachen von e, schreibt r’(cos»e -+isin»e) statt r”.e” in der Polenz- 
entwickelung,. so kann man die Integrale 


» 1 4077 
/ yır.e" \cosnede, / pir.e" sinne de, 


welche als Coeflieienten der Fourierschen Entwickelunge von pir.e" ) auftreten. 
durch Gleichsetzung der Coeflieientien von cosxe, sin»®e in der Polenzen! 
wickelunge und in der Fourierschen Entwickelung bestimmen. Nun sei die 
aufzulösende Gleichung: 
y(a)=a+br+ cz + +? =0, 
ö 


und «'., «”, ... a’ seien ihre nach der Grösse der Moduln seordneten 


Wurzeln. Alsdann ist 


loey(z) = log(2—- a) -+log (2 a")+..-+log(2— u) 
Hierin z=r.e" geselzt, kann man im Falle 
mod.a” —r mod. a*'” 


) 


die Logarithmen rechter Hand bis incl. log(r— eo’) nach fallenden und die 
übrigen nach steigenden Potenzen von x, die Grösse linker Hand und den 
imaginären Theil des rechts restirenden logx aber in eine Sinus-Cosinus-Reihe 
entwickeln und die angedeutele Vergleichung der Coefficienten vornehmen. 
Setzen wir p(r.e")= U+fVi, so entwickelt Jacobi indessen nicht log Ubi 


sondern, g(«) als reell vorausgesetzt. die Grössen: 


logp (r.e”)+logyp(r.e””) = log(U’+ TV). 
nn loeop/r.e’\—-loeg/(r.e"\) — arcte 
2; (log pır.e | o0gYire ,)) = arcig Zr 


Die Vergleichung der Coefficienten dieser zwei Paare von Entwickelungen führt 


schliesslich zu den Jacobischen Formeln: 





PR MH, kn og nr" rn E. r i =” 
\“ LI — (-1)”%h y"4 Ze ‚sınzr arcto gr eosnriog} U°’+)} z de. 
RE na 
(18.) | 
1 | „p-k N "STR; J : ——) 
TER ae —(-1 re er sinzr arete— » cosarlorı U "de. 
art) kr)” ap)" m , zer d 


(In der zweiten Formel fehlt ]. e. pag. 6 im ersten Gliede rechts das 
welches ich wiederhergestellt habe. ) 


Beide Formeln (18.) ergeben sich mit Leichtigkeit aus Formel! & 


1, RZ) +4FZ)+ +0, F(Z,)= (ut +u,)Fa)-5—/ Fisllogfz)ds, 
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wo im Gebiet der Integration rechter Hand F\z). f(z) stetig, eindeutig sind 
und das Gebiet den Punkt 3= 0 nicht zu enthalten braucht. 


Setzen wir in Formel (6.): 


si 


fi» a+bz+ +8 =U+fi, Fia)=s", 0=kh ww =u I. 


“a 


Z,=e, Z,ee),... Z,=e”, 3,=—r, und integriren über einen Kreis mil 
dem Mittelpunkt 2= 0 und dem Radius r, so wird aus (6.) zunächst: 


x T 
u : f x)” L „\r n— ' f r .y’ yo 
äte zu Alt a m ln a 4 are" Jog(U-+EiV re ido. 


Durch Trennung des Reellen vom Imaginären wird das Integral rechter Hand: 





nr" Le w % u i 
\ I / de sin NV arclig we COs NV log } U’+ } 2 
19. in 
er n T2 N V \) 
. i(sinnvlog U’+V’+cosnv arclg 7), 


Unter der Voraussetzung, dass die « reell oder nur conjugirt imaginär sind, 
muss der imaginäre Theil des Integrals verschwinden, wodurch man die erste 
Jacobische Formel erhält. Um die zweite zu finden. wählen wir zum Inte- 
srationsweg in (6.) zwei um 3=( concentrische Kreise mit den Radien r 
und R >> r, die durch eine (zweimal in entgegengesetzter Richtung zu durch- 
laufende) Gerade verbunden sind. Ferner setzen wir F(z)= 





m" _— — BENDER: ns 
2% b) w=l=...—u,—1, 


o=p—kh, za”, ... Z,=«a, z,=—r. Alsdann folgt unter der An- 
nahme R > mod.c“’ aus (6.): 
1 1 ..p—k ah 
er er a Bo er ne er a 
a\* 17) (a(P)) ( r) 


wo \%, aus /19., erhalten wird durch Vertauschung von » mit —n. Das ne- 
gative Zeichen hat %,, weil jetzt der Kreis mit dem Radius r in entgegen- 
sesetzter Richtung wie bei Ableitung der ersten Formel durchlaufen wird, 
da er die innere Begrenzung des Wurzelgebiets bilde. % folgt aus (19.) 
durch Vertauschung von r mit R und » mit —n. Lässt man AR unendlich 
werden. so sieht man. dass %, verschwindet, so dass durch Fortlassen 
des imaginären Theils von %, sich die zweite Gleichung (18.) ergiebt. 

Wir wollen schliesslich noch einige Formeln betrachten, die von Cauchy 
herrühren und typisch für mehrere von verschiedenen Autoren publieirte 
Formeln sind. Sie sind besondere Fälle von Formel (8.). Es sind die Formeln 


22... 23... 24.) in den Observations zu seinem „Memoire sur lintegraltion 








) ) ) > pp a u De R M . } “ 
l UN Roıs Rei ıI1oaond, Inırı IUNNICH der hestimmt: ’ Int: urdie. 243 


des equalions lineaires,“* Ee. pol. All. Bd. pag. 580. Seine Ableitung dieser 
Formeln stützt sich auf die integrales singeulieres (d. i. Doppelintegrale über 
ein Gebiet mil einer endlichen und einer unendlich kleinen Dimension). und 


lässt sich nicht kurz darstellen. Formel .23.) I. e. lautet: 


' gr a 
20. f j mr R - f n q ” i Pr - 
1 "a. / fu rer fin ter)|de+ „pr / fiute 1) fiuter)|du, 
wo 
g(z)F(x o(a)F(r 


fir R 


ist. und die Functionen Fr). y\..r), wir) und die Grössen ,.... x, , folgende Be- 


\ T 


deutung haben. In der heutigen Ausdrucksweise sind Fix), y/r), w(x) im 


' 
' rn ' ! 


rechteckigen Gebiet, das von den Geraden r=u, ru, y-v,y-e 


a —>ua,e ——>e) eingeschlossen ist, stetig, eindeutig, und x. ... x,„_, sind die 


ZZ 


Wurzeln von Fr) in diesem Gebiet. Alsdann ist über die Begrenzung des 


IR (3) ..- - 
Rechtecks genommen offenbar /ri: dz I“ 3) 7 dz. Die rechte Seite in 


20.) erhält man aus dem Integral rechts in (8.): 


| / »FG@f%&) „ 
Mi mn dz 
2ri. (=. 


» 
\ 
E N 


unter Voraussetzung jenes rechteckigen Integratlionsweges. und wenn man 
g(z) statt Fiz), F(z) statt f(z) schreibt. Die übrigen von Cauchy |. c. mit- 
getheilten Formeln. sowie ähnliche von anderen Autoren unterscheiden sich 


von 20.) nur durch den Integrationsweg. 


Freiburg i. Br.. October 1871. 
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Theoreme general concernant la grandeur relative 
des ınfinıs des fonctions et de leurs derivees. 


(Par. M. P. du Bois-Reymond & Y'ribourg-en-Brisgau.) 


Aus observations sur les iypes infinitaires des fonelions que jai 
communiquees dans le second article du memoire: Sur la grandeur relative 
des infinis des fonetions (Annali di Matematica, Tom. IV. pag. 3385) jien 
ajouterai quelques - unes, qui serviront a completer la theorie de ces 
types. De cette theorie resulte finalement un thöoreme tres- general 
(No. 6) qui etablit comment une seule fonction ®, verifiant les relations 


‚MM fa 
. ? . (X ’ . . » . r . ‚ ” “ 
lim 775 > Jim 22 — x, regit les inlinis de toutes les derivees de la fonclion 
\ ) { 
f(z) pour e= x, suppose que ces derivees naient pas un nombre infini de 


maxima et minima. 


1. Enumeration des notations et expressions employdes 

dans ce m@moire. 
Conformement au memoire cite les notations f(x) > y/x), fix) D yıl®). 
f@) ha) h@) 
ya)’ pa)’ p,@) 
respeclivement une limite infinie, finie, zero, sans savoir egard au signe. 








f(2)< (x) signifient que les rapporls ont pour r=x 


Les fonclions f et y devenant infinies pour = x, on dira que f(x 


> 
a un infini superieur, egal, inferieur a celui de p(x), selon que f(x) Co yix). 
< 


Et si f et g sannulent pour = x, on dira encore que le zero de f est ou 
superieur ou €gal, ou bien inferieur a celui de y(z) suivant que l’on trouve 


En 
fi) mgia 
Enfin. quand pour deux fonctions f{e) et e=e(r), qui deviennen! 
infinies a la limite 2= x, on a ev” > f(x) > v”, la fonction t= 1, sera 
div 
de 


appele le iype infinitaire de f(x), qui, comme nous l’avons demontre, jouit de 
la propriete caracteristique: 


tf (x) vv f(®). 
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li va sans dire que les notations > < conservent leur valeur quand 
une des fonclions separees par ces signes a une limite finie, et la nolation 
oo. quand les deux fonctions quelle separe ont une limite finie: Mais alors 
il ne pourra plus &ire question dinfinis ou de zeros plus grands ou moins 


orands. 


>, Rapport entre les types des f{onetions A limite infinie et A limite zÄro. 


.- 


Si dans le memoire cite nous ne nous sommes guere occupe que de 
fonctions a limite infinie, il est pourlant @vident que tous les Iheoremes sur 
les types que nous y avons proposes, sont egalement applicables aux cas 
ou les fonelions separces par les signes > CD < sannulent pour 2 = x. 

Soit en eflet 4. fi. ... la serie de tous les types de toutes les 
fonetions qui deviennent infinies pour 2 = x, il faudra de meme considerer 
... di, 4, comme la serie des types de toutes les fonclions qui sannulent pour 


z=x. Car sie” > fix) > ve", on aura loujours une fonction correspon- 


dante f, (x) =, Wi satisfait a linegalite e”" < f(x) < 0”. Et alors en 
( 

posanl En, on a en meme temps Ef (z) m fix) et tfi(z) vo fi (®&); 
dx 


sc ui ds ’ u '(z) 1 
parce que celte derniere egalite, qui peut s’ecrire > es fa 5° trans- 
\® J L) 
forme, par un changement de signe et en la multipliant par f(x), en 
tf (@)Cofix). De meme aux fonctions ä limite zero correspondent les fonctions 


a limite infinie. 


3. Consid&@rations g@n@rales sur les infinis des fonctions correspon- 
dant & des types donnes. 
Entre les valeurs infinitaires (pour = x) des types et celles des 
fonetions correspondanles il est facile de constater les rapports que voici. 
Les types ayant des limites finies ou s'annulant pour x = x. les fonctions 
correspondantes auront toujours des infinis egaux ou superieurs a celui de 


UX 


e““, ou bien des zeros egaux ou inferieurs a celui de e”““, «u &iant suppose 
aussi pelit qu’on voudra. 
Pour tout le reste des fonctions les types deviennent infinis. Or les 


lonctiong ayant des types ä limile infinie sont de deux especes, ce quil importe 


de distinguer nettement. 
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Supposons que les types satisfassent a linegalite infinitaire 
£ 
const. it _“ zlahe...Le”. 
N 


Si l’on fait: 


on trouve en integrant: 


4 Nt— u 
en 
1— u 
o=e 
et pour u=1: 
ner), 


Une fonetion f x) qui satisfait ae” > f{x)>e"” oubien a v">fir)>o", 
aura done une limite infinie ou zero pour w——_1, et une limite finie pour 
wire, 

Soil en partliculier: 

IT ae, 
DV Ä 
» elant imagine aussi petit qu’on voudra, les fonclions correspondantes auron!t 
toujours une limite finie. Car de 


1 N 
— oo 2er 
die 
dx 
on tire 
ur 
e=e 


4 


4. Sur la ditff@rentiation des in6@galit6s infinitaires. 
L’algorithme des inegalites infinitaires admet diflerentes transformalions, 
qui en font un instrument commode de calcul. Nous rappelons d’abord la 
multiplication et la division des inegalites, et ensuite leur reduction, qui re- 
vient a reirancher des deux expressions separees par un des signes > CV < 
certaines fonctions superflues. Par exemple, quand on a Fr) vylz)fix)+w(x). 
ou wie) <fir) et ou (x) est finie, cette egalite s’ecrira simplement 
Fix, oo fix. A ces transformalions ajoutons la dillerentiation des inegalites 


infinitaires. qui est permise dapres le theoreme suivant: 
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Theoreme. Lorsque les fonctions continues fix), py(x) nonl point 
de limite finie differente de zero, el que ni ces fonclions ni leurs derivces n ont 


un nombre infini de mazxima et de minima, on aura loujours: 


lim: re), : Jim- Pie). lim- [ @) ete. in inf. 
4“) ie) y"() 
Demonstration. Soit d’abord f(x) CO p(z), et soit t le type de 
f(x). il sera necessairement aussi le Iype de (x), done (az) Ooy'(r). Soil 
en second lieu f(z)>y(r). En differentiant legalite: fr) Ooy(z).w(r). 


ou w(e)>1. on obtient:" 


f (x) co y(a)w(z)+Y(e) w (x 
Siyla)ı(z) ea)ye), on a evidemment f(x) >y(z)yir). et f(z)>yr). 
Si y(z)w(z) > y(z)w (x). on trouve encore f(x) > y (x) Si enfin 
g(z)w(x) CO y(z)w(x), ces deux quantites lant positives, on aura toujours 
f(x) > y’(x). Mais si g’(z)w(x) est negalive, il Jaut supposer f(x) < 1. 
Car alors on pourra faire y=o""g, w=ev"Wy,, Yı, Ww, et y,y, ayant des 
infinis inferieurs a celui d'une puissance de o, et il est facile de reconnaitre 


ERBEN d 


* sraliıä ) > ı bu m # _—M 
que linegalite f(x) > y'(z), qui se transforme en 7 0 pıpı >20 pı3 


a lieu, parce que les infinis de vo’, y,, w, restent inferieurs a celui d’une 
puissance de © (Theor. 14, 15 du Mem. cite). Si au contraire f(x) 1, le 

















4 . ‚ ch 1 
Iheoreme na plus lieu, comme par exemple pour 1+— > Pour deter- 
x’ logr 
i '(z) (x , Er 10; J 
miner la valeur de De quand = v(xz) a une limite finie, faisons: 
Yyıı) (a 
f(x) 71 ( ‚ ga) wie % 
4 (€) ai ga) yla 
o(x we) dx . . 
Posons Rx —=y(z), et logy( )+ 0 >‘ Cette equation 
px) wa) vier) XıE, 


est absurde, si y(x) ne s’evanouit pas a la limite, car alors lintegrale qui forme 
le second membre serait convergente pour 2 = x, tandis que pour gr “1, 


le premier membre serait infini a ‚la limite. On a done ze) < 1, et 


im 2, = w(%). 
C. 0. F. 


Remarque. La theorie des types est en reciprocite avec la 
differentiabilite des inegalites infinitaires. Car en supposant celle-ci de- 
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montree *), on en conclut facilement le theoreme principal des types. Soit 
en elfet: 


e" fa) fe), 
fi (x) ayant un infini moindre qu’une puissance de ve. En prenant des deux 
cöles les logarithmes et en reduisant, il vient 


b  lfie), 





ei f(x x) * - . ” P »/ \ * 2 
et en differentiant = os 7a) Multipliant ensuite par f(x) et divisant 
div 
par —— on obtient: 
dx 
RP ER se 
ur} dl ) OND f(x). 
dx 


5. Sur les fonctions A limite finie. 

Remarquons d’abord que lime etant finie, A cause du sens attache aux 
sienes > OD, on ne pourra plus eerire ©” > f(x) > ve”. Pilutöt on aurait 
oe" oo fix) Cd v”, mais cette formule ne serait d’aucune valeur dans ce cas, 
parce quelle ne servirait plus a distinguer les fonctions. Neanmoins 
legalite f(x) Co fix), ou ce qui est ici la meme chose: f(x) co 1, de- 
terminerait encore le type f£, et resterait propre a distinguer les fonclions. Aussi 
le theoreme du no.6 de ce memoire setend-il aux fonctions A limite finie, 
comme l’on sen assurera par la demonstralion que nous en donnerons. 

Mais pour chaque fonction fix) a limite finie il en existe bien sürement une 





*) Si flo) et Pla) se vanouissent pour z£ = 0, et que fa), 9a) 
soient leurs premieres derivees qui ne sannulent pas & la limite, on peut aise- 
f@) __ FO) 

2" Wahl (()\ 
ge) (0) 
l’a fait voir Cauchy. Et cette formule sert de base aux formules semblables pour 





ment d@montrer la formule lım au moyen du reste de Lagrange, comme 








2 —= % et pour les rapports de fonctions ä limite infinie. Mais quand les derivdes 

ne cessent de s’annuler ou de devenir Infinies & Ja limite, on ne pourra plus d@mon- 
f(z X) f(x °) 

trer de cette maniere lim — = lim —— - Car supposons par exemple que les 
Ye) y)(z) 


derivdes de f(x) et de g(z) "6 sanouissent a la limite. On pourra £crire 


ange fm) (£ 0) < E< . 
(=) rn fm (®, ” 
gm i fe) *% fi (E u 


Y(2) = —— E) O<d <z et 


Im be = Ya) pI(E 
E _ [7 @) 


( 2 » De € Im are > I. arce 
Ir de cette expression on ne pourra pas eonelure 1 WC) Im ua)’ parce 


qu’on ne connait pas la vitesse relative avec laquelle & r & s’approchent de leur limite. 
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aulre © qui lui est caracleristique, parfaitement comme les fonclions » definies 
dans le numero 1 caracterisaient les fonctions fx) a limite infinie ou zero. En 
elfet. la fonction © definie jusqu’a present par linegalite »” > f(x) > e", me- 
sure Ja vitesse avec laquelle f(x) sapproche de sa limite nulle ou infinie. 
Nommons done, quand limf(x) est finie, ® la fonction qui mesure la vitesse 
avec laquelle f(x) sapproche de sa limite finie. On aura ainsi, pour definir 
c, Vinegalite: 
oe > fi@)— f(x) > 0”. 
Il sagit maintenant d’etablir un rapport entre le type # satisfaisant ä 
If (x) oo 1, et le type T verifiant legalite Tf’(x) Co f(r)— f(x), ou bien 
entre un de ces types et la fonclion v. En divisant l’une par l’autre les 
egalites: 
Tf (@) o f@)-f(@), 
ef (7) 5_ 1, 
on obtient: 
ES fte)=fte) 


et en differentiant 





Pr 
un ı £f'/»\ A) 1 
dx ar t 
ou bien I——- 1. Cette egalite infinitaire equivaut a l’equation 
er 
En ai 
BR: TO FREE 


w(x) designant une fonction a limite finie. Quand pour un f donne on voudra 
trouver T ou vice versa, on pourra faire w(z)=1, et par consequent 


x dr 


T=ı/ ©, u n 


les limites des integrales etant prises de maniere que T< f. Enfin puisqu on 


1 ) . 
a T=-—, ona aussi la relation cherchee entre f et ve. 


div 
dx 
4 
Soit par exemple fix) = e“, on trouve != x’, done 
«X 
dx 
RT 6 pn 


x 
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1 1 
ce qui est exact, car z(e“—1) a une limite finie, et de «’f'(xz) Co x(e"—1) 
l 
on lire, en divisant par x, zf'(x) CD e'—1. 


u ’ 1 a i 2 ng 
"aisant encore f(z)=1-+ ——, il est facile de voir qu’on a Ic f(x) oo1, 


zlc 
zf (x) co f@)—-f(®). En introduisant les deux valeurs = rl, T= 
T 
er Ic-+1 N 
wo i i s c+ | 
dans lequation I — = w(r n trouve x’ le —— = — =, Done w(x) 
dr — via), 0m Ir Te "De, Pie, 


a la limite 1. 
6. Theor&me sur le rapport entre l'ınfinı d’ une fonction et les infinis 
de toutes ses d£@rivees. 
Ce theoreme dislingue les trois cas t<z, t>r, tCor. 
1) Pour t<z, on a: 
fa)cvtf(@)vFf(z) Co etc. in inf. 
2) Pour t>z, on a: 
Pf 3 Re? 1 2 3 m 1 t ° . f 
fen a) nl er of (2) ar eic. ın ıni. 


dc dx’ 








3) Soit tCox. On pourra mettre f(x) sous la forme x“ f(x) (Theor. 


8 et 10 du Mem. eit.), o% fı(z) ou bien 


a un infini moindre qu'une 


1 
fh (@) 
puissance quelconque de x. Il y a ici encore deux cas ü distinguer. Si u 
nest pas un enlier, on aura comme pour t<«: 


f(z) cvtf'(e)cvff'(z)co ete. in inf. 
Si au contraire u est un entier, en nommant t, le type de f(x), on a: 


fix) 0% tf' (2) A Pf" (x) we. ® if) (2) 06 fü er (x) 


u 2) / 1 / . R 
wur rend BC LOS aber 7er Buhl JIeS ete. in inf. 


dx dx’ 








Demonstration. Nous demontrerons d’abord et simultanement les 
deux premieres parties du theoreme, et ensuite la troisieme. 


ch RUE OR 1; FE. 
En premier lieu, la differentiation de f ()wfle) donne: 


TER frz 8 i t 
F@uüf@—- fe) 
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; 20 1 : 
Au lieu de f’(x) @crivons fi) Nous aurons done: 


f(@)coofle@)- 7 f@)- 


9 . r ’ ‚ . ” r We . r 1) 
D’apres le theoreme 3. du memoire cite, selon que Ex, on a lim! = 
gr 


Done pour E < x on trouve 
TE FRE. 
fi®) mr ft x) u 
et par consequent 
Ef (z)rof(e). 


Pour t> x on trouve au contraire 


1 
f(«)- ->f(@) TE 


d’ou l’on tire: 





ri kr 
f (X) dt! cof(z). 


dx 





En second lien, { elant suppose premierement <x, la differentiation 
de f"(z)Cof(z)t”” donne au moyen du meme raisonnement 


ı f 
ef (z)cvf(e). 
. .r * . f \ f f 
Pour t>x, la differentiation de f(x) cof(z) Zr donne: 


’ r f’ v't ur 
"(nf 4 (2) 








’ . u er 
Au lieu de f(x) @crivons —f(x). A cause de 


2 


Kd<Ie) 


cette egalite se simplifie ainsi: 


d’ou: 


1 | 
„, on trouve ef‘(z)Cvfie), 


En differentiant troisiemement f"’(z) CV fx) — 
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etc. En differentiant f""(z) Co f( a), on trouve d’abord: 
fa) of) He) 
Or f(2)- A fe) ar peut eire neglige relativement a f(x 2) A i 
qui constitue une partie de Se de la f'' (=) pr Oo fix), ete. Et voila 
dx’ 


demontrees les deux premieres parlies du theoreme. 


Dans I'hypothese tOox, il faut que f(x) soit de la forme x“ f(x), oü 


a un infini moindre qu’une puissance de x, 





u 4 1 
f(x) ou bien sa r&ciproque f@) 
quelque petit que soit son exposant (Theor. 8 et 10 du Mem. cit.). Done en posant 
nf) cvfı[lz), on aura f,>x (precisement parce qu’on ne peut avoir LCv«, 
et quoon a fi(x)<f(x), Theor. 12 du Mem. eit.). 

Nous supposerons d’abord que «w n'est pas un nombre entier. De 
zf(z)Cox“fi(z) nous lirons: 

mer fı®) 

et en dillerentiant: 


Fa) Nahe) te fe). 


En mettant «7, fı(x) au lieu du second terme du second membre, parce qu’a 
cause de 4>x, ona 

et Ha) fee), 
nous trouvons f”(z)Co(u—1)r“"fi(x), ou bien 


(2) ofl@). 
Une seconde differentiation donnerait par le meme raisonnement «’f"(z)Cof(z) 
et ainsi de suite. 
Supposons maintenant « entier. Alors apres u—2 diflerentiations on 
obtient 
ee) fl) Varfıle) 
ou bien 


fe )cvaefı(&), 
et en differentiant de nouveau: 
fY(ayofi(a)+taef(e); 
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on pourra encore negliger zf,(x) no fie) relativement a f(x), ce qui donnera: 


a (E)cdfle). 


Maintenant, de f‘*(z) co fi(xz) on tire en differentiant FÜ") oo —fı(®). 
ou bien 


fer? la)cvfle). 
Nous avons expos& dans la premiere partie de cette d&monstration que, a cause de 


t,>z, limt, = x, la differentiation de f“*" (2) Oo ru; (2) donne 


i 


1 
er 
dx 


— ft (a)cvfle), 


a 





puis il vient: 


1 7 
u (u+3)/, , a 
de rrere f (z)cvf(®) 
L 





dx’ 


elc. de sorte que le Ih&oreme est demontre dans toutes ses parties. 


Exemple. Soit, pour donner un exemple, 
fa) = »lskhe...i,e. 
On aura !=r, t, =xlx, on devra donc trouver: 


1 


f(x)vxzf(« )WV L "logxf"( LIU Tr» d(zlogx) = 





(a) vw etc. 





dx 


Maintenant de f(x) = rlelx...!,c on tire en differentiant: 
f (2) = lala.. L,c+hshe...l,c+--+1,c+1 
et par consequent: 
f (z)Dvlebe...|,e. 


En differentiant cette egalite on trouve: 
Nr 1 
(Ju —hahg... at — PER PR RRB 


ou bien: 


ER 1 
f(J)rwv—bele...|,e. 
2 Hi 
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En differentiant on trouve encore: 


| 1 1 1 
my 
re ee 
f i OND 2°? „e+ z’Ix 1, Ic "Ir 


\ 
$ 


Le.. Ic+-- 
ou bien: 
ı f \ 1 
f («)w Fr Lal,e...L,e. 
Nous avons done: 


f(a)Cvzf (z)cvrlogzef (z)Cvrlogerf” (z). 





Le theoreme exige que l’on ait: logzcve- Talgay > qui sac- 
d(zlogxr)” 








dx 
corde en eflet tres-bien, puisqu’on a: 
1 z’loo’x 
TC ee 
d(zlogx)-' 1--logx ’ 
dx 


et que dans l'egalite 'nfinitaire le denominateur du second membre se reduit 
a log. 


Fribourg, octobre 1871. 














Ueber eine geometrische Anwendung der complexen 
Multiplication der elliptischen Funetionen. 
(Von Herrn L. Kiepert in Freiburg ı. Br.) 


WW enn sich die Coordinaten einer Curve als elliptische Funetionen 
darstellen lassen. deren Argument der Bogen dieser Curve ist, so hat sie mi! 
dem Kreise die Eigenschaft gemein. dass sich die Theilung ihres Bogens 
» gleiche Theile auf die Auflösung algebraischer Gleichungen zurückführen 
lässt. Der Grund davon liegt bekanntlich in dem Additions- und Multiplica- 
tionstheorem der elliptischen Functionen. 

Im Allgemeinen wird der Grad der aufzulösenden Gleichungen selı 


hoch, wenn man nur von der einfachen Multiplication Gebrauch macht. Wenı 





dagegen die complexe Multiplication der elliptischen Funetionen anwendbar 
ist. so führen Gleichungen von weit niedrigerem Grade zum Ziele. So is 
es bereits bekannt. dass die Theilung des Lemniscatenbogens in 4g—1 gleich 
Theile, — wenn 4g-+-1 eine Primzahl ist, — zurückgeführt werden kann 
die Lösung einer Gleichung g‘“" Grades. aus deren Wurzeln noch die Quadrat- 
wurzel zu ziehen ist. 

Etwas ganz Aehnliches gilt für die Theilung einer Curve. die ich be- 
reits in meiner Dissertation *) (Seite 22) als Beispiel angeführt habe. Hier 
lässt sich die Theilung in 69+1 gleiche Theile ausführen durch Auflösung 
einer Gleichung g‘“® Grades. aus deren Wurzeln noch die Cubikwurzel’ zu 
ziehen ist. Dies soll in der folgenden Abhandlung zezeigt werden. Ic 
wende dabei eine Methode an. wie sie analog Ilerr INeierstrass bei der 
Fünf-Theilung des Lemniscatenbogens in seiner Vorlesung (Sommer 16% 
gegeben hat. 

Während die Gleichung der Lemniscate am einfachsten in der For: 
r’—= cos2y geschrieben wird, hat die zu behandelnde Curve die Gleichung 


> 
> 


r” = c083g, 
wobei r der Radiusvector und g der Winkel ist. den der Radiusvector mi 


der festen Anfangsaxe bildet. Bezeichnen wir mit # den Curvenbogen, so ist 


*) De curvis quarum arcus integralibus elliptieis primi generis expri 


Berolini, MDUCULAN. Caivary. 
Journal für Mathematik Bd. LAXIV. Heft & 30 
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du = ydr'+r' dp’ = ——, 


' - 1 ; 
oder wenn wir die setzen. so wird 


1 1 
du=-— : u=-/ Mi 
y4o’—4 y4o’—4 


2 








Der Bogen ist also ein elliptisches Integral erster Gattung, und o ist eine 
elliptische Function des Argumentes «. Setzen wir daher 0 = yu, so ist 


douN? . 
( . ) = p"u=4pu-4, 


du 





und zwar ist o genau eine »-Function, wie sie Herr Weierstrass in seinen 
Vorlesungen eingeführt hat. Obgleich diese 9»-Function schon mehrfach in 
Dissertationen besprochen ist, will ich doch hier noch einmal ihre Eigen- 
schaften, so weit ich sie in dem Folgenden benutze, kurz anführen. 

Wird nämlich eine elliptische Function z des Argumentes a durch die 


Gleichung 





(2) = As'+4B3’+ 608° +4B’s+4 


du 
definirt, so lässt sich stets eine Function 9 finden, die definirt ist durch die 
Gleichung 
= Ip np 9; 
wo g, und g, die Invarianten zweiten und dritten Grades der biquadratischen Form 
As'+4Bz’+603°+4B’z-+ 4 
sind. Diese Function pw ist eine gerade Function von a, die nur für Werthe 
von «, welche der Null congruent sind, unendlich wird. Dabei lässt sich gx 


dz r . R 
rational ausdrücken durch z und und umgekehrt lässt sich 3 rational aus- 


dpu 
drücken durch pa und - 


Die Fundamentalperioden der elliptischen Function mögen 2w, und 





2w, heissen, und es möge gesetzt werden: 
ww; = e, . ww ae es 0; u 65» 


wobei 
Wr, = — ww, 2 u Vz; 


ist. dann wird 





dou \’ ” | 
( Fr ) =9 "u-= A(pu —eı) (pu— e,)(pu— e;) 


= I u—gypuU—g;. 
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Die Function gu ist abgeleitet aus einer anderen Function ou durch die 
Gleichung 


d’logou 


du’ 





= —oU. 


Umgekehrt können wir mit Hülfe dieser Gleichung die Function ou aus ou 
ableiten, wenn wir zur Bestimmung der Integrationsconstanten die Gleichungen 
hinzufügen: 

s0)=0, eO)=1, 0"O0)=0. 
ou ist eine ungerade Function und verschwindet nur für Werthe von «, die 
der Null congruent sind, also für 

u = 2uw, +?Rvo,, 

wo u und v beliebige ganze Zahlen sind. Dagegen giebt es im Endlichen 
keinen Werth von «, für den ou unendlich wird. 

Diese Function ow ist zwar selbst nicht periodisch, wenn man aber « 
um irgend eine Periode 2uw,+?2vw, vermehrt. so geht sie in sich selbst über. 
multiplicirt mit einem Exponentialfactor, dessen Exponent eine lineare Function 
des Argumentes « ist. Am deutlichsten ersieht man diese Eigenschaft aus 


der Gleichung 








o(u+Ruw, — 2rvo;) anne (—1)"”' u+rv et +?yn,) (u+uw, +ru ou. 
wo 
0'w, c'w, 
> ’ > : 
0W g 0W, 


3 
Die Function 0x ist nicht von a allein abhängig. sondern auch von den 
Grössen g, und g;. die den Modul der elliptischen Function bestimmen. Wir 
werden daher für oa schreiben o(w,g:. 9). wenn es auf die Beschaffenheit 
der Grössen g, und g; ankommt. 
In unserm Falle ist 
= ge 


e, a vw; — €, ee) = WI En B @; = 9W, = €, 


wobei &e und & dritte Wurzeln der Einheit sind. Die beiden Fundamental- 
perioden 2, und 2w, sind complex conjugirte Grössen und 2, = — 2w, — 2w, 
ist die kleinste reelle Periode. Wir wollen zunächst diese Perioden be- 
stimmen. 

Aus den Eigenschaften der Function ou lässt sich folgende Relation 


herleiten 


(mu, gs) = mo u,m'g,.m'g;'. 
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wo m eine ganz beliebige Grösse ist. Durch logarithmische Differentiation 


folgt hieraus 





o' (mu, g,. 9, ) 1 o’(u,m'g,. m'g,) 
(mu, g,.9; om o(u,m 9, mg, 
\ / 4 5.‘ 
mu, G,. (;) = 7Z7H\UMmM G:,M G;). 
\ 2 9: y 93, m Ader, J ’ 43 


Wenn wir für unsern Fall m gleich e setzen, so wird 
o(eu,0,4) = £0(u,0,4). 


Da sich hier die Grössen 9; und g, gar nicht ändern, so können wir kurz 











schreiben 
(1.) EU = EOU, 
! 
9 \ cu r o’u 
„ueh oEu ou ” 
(3.) wel = EM. 
Es war aber 
 — dou 
er == m — , 
/ y4p’u—4 


daraus folgt, dass die kleinste reelle halbe Periode 


4\ f du f3 dypu 
\ .) ww) OR —— nn u ö 
\ / = y4yv’u Br : YAyp’u—4 


I 











Wenn wir jetzt eu statt « setzen, so wird &pu aus „u, wir haben also 














’£ . dou 
(O0 w; =€ —T 2 €; 
» Yu —4 
und ebenso 
» 2 
6.) m = €W; 
oder 
? 
(.) = 00, 0, =8’W,, 0, = &W, 
Daraus folgt: 
0'w, 0'Ew, ‚, 0'w, } 
DI = - € 7» 
\ a” 0EW, cw, 29 
(8) 0’ W, oe’ Ww, o'w, 
N = — = — -E —=en,, 
0w, 0E'Ww, 0w, 
n=en 


Jetzt sei 
m=a+ft, m=a+ße, 


mm =n=a@+ß 
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und 


. . 66mm 
Q, gu na! - 
/ / o"u 


dann hat diese Function g/u) die Perioden 2w, und 2w,. wie wir sogleich 
beweisen wollen. Es ist: 
om(u+?2w,) = 0 mu+ mo, 


BER ‘ f 
— O0, mMU- 2ow, + 290; 


— (1) “+7 gantern)mut an t+Pw) zu 
Nun ist aber 
2er, +2Pn, = (e+PeE)2n, = 2m'r, 
und 
mu + 00, + DW, = mu+ w,(a-+fße)=m(u+w,). 
folglich ist 
(10.) om(u+?ow,) = (-1)rHr entre) Gm. 


Vermehren wir im Nenner « um 2w,. so folgt aus 


07 (u+r2w,) — — eluro) gy 
(11.) o"(u+?2w,) = (1) enteo) gr u, 
also 
Y (u+2o,) — (—1)ePterP4 "giu 
Da aber n= «+ 9’— cap, so wird 
eo +a+P+ n = @+co+P+Pß, 


und dies ist stets eine gerade Zahl, da @«@+« und 5’+,? einzeln gerade 


Zahlen sein müssen. Wir haben also 

(12.) g(u+?w,) = gu). 
Eben so lässt sich zeigen. dass 

(13.) Y (u+2w,) = (u). 
Wir wollen jetzt untersuchen, für welche Werthe von x diese elliptische 
Function unendlich und für welche Werthe sie gleich Null wird. Da ox mit 
a zugleich verschwindet, so wird der Zähler für «= 0 unendlich klein von 
der ersten Ordnung, der Nenner aber unendlich klein von der »'“® Ordnung. 
es wird also für «= 0 die Function y(w) unendlich gross von der ın—I 
Ordnung, und ausserdem giebt es keine Werthe von x, welche ya) unend- 


lich gross machen und «= nicht congruent sind. 


Daraus folgt, dass y(a) auch genau für »—1 nicht congruente Werthe 
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von a gleich Null wird; diese Werthe seien «,, %, .-. %_ı. (u) kann aber 
nur verschwinden, wenn der Zähler omu verschwindet, wenn also mu =2kw,-+2lo, 
wird. Wir haben daher 


mu, = 2kw, -2lw; , 
oder 
mm'u, = nu, = m’ (2ko, + 2lw,), 
nu, = (a+Pe)(ke+le)2w, 
— 2w,{a(ke+le)+ß(k+le)}. 
Bezeichnen wir mit «, die zu a, conjugirt complexe Grösse, so ist 
nu, = 2, \a(ke-+le)+P(k+1E)|, 
(14) alu +w) = 2; la(—k—ND)+ Pak). 
Jetzt nehmen wir an, n sei eine Primzahl, dann müssen « und / relativ 


prim sein, denn jeder Factor, den sie gemeinsam haben, tritt in » als qua- 
dratischer Factor auf. Wir können deshalb 2 Zahlen y und Ö finden, so dass 


ad+ßy =1. 
k und / sind ganz beliebige Zahlen, deshalb können wir setzen 
(15.) k=4Aly-—d), I=4(—y—?20). 
Tragen wir diese Werthe in Gleichung (14.) ein, so kommt 
n(u-+u,) = 2, |3had + 34Py} 
— 640, (ad +Py) = bkw,. 





Wenn wir k und / diese Werthe geben und A die Werthe von 1 bis n—1 
durchlaufen lassen, so erhalten wir a—1 Werthe «;, für welche Y(w,) ver- 
schwindet; es ist nur noch zu zeigen, dass sie ein vollständiges System in- 
congruenter Werthe von « darstellen, für welche Y(«) verschwindet. Es ist 
3n — 3 


n 


2w,. 





! 3 3 6 ’ 
u, 4%, = 7° 2w,, %+% = 20, ... %,-1ı t%N > 


Wenn aber » nicht durch 3 theilbar ist, — was stets der Fall ist, da » eine 
Primzahl sein soll, — so sind diese » Grössen in der That incongruent, folg- 
lich erst recht «,, %, ... %,_,. Da es aber überhaupt nur a —1 incongruente 
Werthe von « giebt, für welche Y(u) verschwindet, so repräsentiren ,. 
3... 4,_, ein vollständiges System incongruenter Werthe von «, für welche 


p(a)= 0 wird. 
Zugleich ergiebt sich folgendes: Wenn wir gw, aufgefunden haben, so 





er 
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haben wir auch sofort die conjugirte Grösse „9, und können daraus 


" 64w. 
tu) = 0 — 
plu, + u, 677 


ableiten, da ganz allgemein 





(po + pw) Zpopw — 39,)—- 9, Wow'w 
2 (po — pw)’ 





ov(e+w) = 





ist. Wir können dann also unmittelbar die Grössen 


bw, 12w. 6n — 6) w. 
n Ti n 








construiren, und da gu = — Ist, auch die zugehörigen Werthe von r. Nun 


'* do 
WW, = — -  —— 
« y4p’—4 


es 


27 Fk dr 
=> / yI—r:’ 


folglich ist w, der Bogen OA und 6w, der Bogen der ganzen Curve. Sind 


war aber 











also die angeführten Werthe 
des Radiusvector r bekannt, 
so sind auch die gesuchten 
Theilpunkte auf der Curve ge- 





geben. 

Daher haben wir nur 
noch die Grössen pu, zu be- 
stimmen, und dies ist jetzt mit 








Hülfe eines Satzes, den Herr 
Weierstrass in seinen Vor- 
lesungen gegeben hat, sehr 
leicht ausführbar. Dieser Satz 
lautet: „Ist y(a) eine gerade 
Function, die nur für « gleich 








Null unendlich gross wird und 
zwar unendlich gross von der 
(a—1)'e® Ordnung, so lässt sich y(«) als ganze rationale Function von yw 





darstellen, deren Grad ist,** 


2 
Die Voraussetzungen dieses Satzes passen auf unsere Function g(u). 
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folglich können wir sie so darstellen. Setzen wir diese Function von gu 
gleich Null, so erhalten wir eine Gleichung, deren Wurzeln die Grössen gu, 
sind, weil die linke Seite y(a) für «= u, verschwindet. 

Da „u eine gerade elliptische Function ist, so wird pe = pw sein, wenn 
sich © von —w nur um eine ganze Periode unterscheidet. Dies ist der 
Grund. weshalb von den Grössen 





Yu 6) Yu; . . . . YU.—1 
je zwei einander gleich werden, und dass die Anzahl der Wurzeln jener 
« . . N - u . 
Gleichung sich auf - er redueirt. 


n—i 


Aus der Entwickelung von p(«w) folgt, dass der Coelficient von (gu) 
gleich m wird. Die Bestimmung jener Gleichung von „u wird noch wesenl- 
lich vereinfacht durch folgende Eigenschaft von y(a): Wenn n= «+P’—e/) 
eine von 3 verschiedene Primzahl ist, so hat » stets die Form 69-1. 
und umgekehrt lässt sich jede Primzahl von der Form 69+1 auf die Form 
o-+/— eo bringen. Deshalb folgt aus der Gleichung ou = ou 

p(eu) = ee ge 2 nn plu). 
eo" u EI au ne 
g(a) ändert sich also nicht, wenn wir gu statt « selzen, folglich darf sich 
dann auch jene Function von „a nicht ändern. Nun ist aber „eu = eya, folglich 
darf nur der Cubus von gu vorkommen. 

Somit ist bewiesen: 

Wenn »=6g-+1 ist, so wird (a) eine ganze rationale Function 
g'" Grades von „'w, die wir leicht auffinden können, indem wir setzen 

pu) = mip"u+ Ay" "ut A put + Ag. 
Entwickeln wir auf beiden Seiten nach Potenzen von « und setzen die Coelli- 
cienten gleicher Potenzen einander gleich, so bestimmen sich daraus die 


Grössen A), As, ... A,. Die Wurzeln der Gleichung 


y: 
3 39—3 39—b 
97+ Ay "+ A pH 4A, = 0 


sind dann die gesuchten Grössen und geben die Lösung der allgemeinen 


8 
Aufgabe. 

Wir wollen zum Schluss noch die Grössen A,, A, und A, wirklich 
berechnen. Dazu brauchen wir die Entwickelungen von ou und gu. Diese 


sind für 9 =0 und ,=4 


ou = ataW"+au”+au” +, 





EEE 
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wobei 
Mr —1 1 23 
u d, = rn er u — . d, = . — — ———, 
' 2:3. AR: A =... :08459.38 38 
ferner ist hier: 
su = u +bu+bu”+bu”+---. 
wobei 
1 1 1 
b=-—. b= BE 
7 “ER TR 
Daraus folgt 
cmu = m u+a m’ W-+ a,m”’ u”’+ a,m"u"++--' 


tet (bg+Hl)a, ei got geh) ua» 


+ (69 +1) [a4 6ga,0 +4 (69 -N)a ut"... 
und 
vr. omu 
ou) = ——— 
Pa) or 


= mu (m 6g—1)a, ur (m—6g—1)a,—(6g+1)Cm’—3g—1)a} Jur"7*! 
| (m'’-69-1)a,-(6g+1)(m'’+m°-6g4-2)a, a, +(6g+1)Im’-1+(I3m’-5)g-6q’la® Ju-tr4 18... 
Ausserdem ist 


rat, Fi u+ App "ur +A, 
—=u"+(3gb,+A, ut’ + [34 (b,-+ Te) +A,(39— 3)bı+A: | Sic 


ng 2) bi | A, (d3g— _.9, (b: +5) 


(39— 





+ [39 1084 39-Dbib.+ | 


+A,(39—6 +4, | gortrBL.. 


Aus der Vergleichung dieser Entwickelung mit der von (m) ergeben sich 
sofort die Grössen A,, As, A;. 


Für na=7 wird m=3+., mM=3+E; 











q>=1, 
dann ist 
— 37 + 3608 
und hieraus folgt 
A, = (-7+m)a,—3b, hun. 58 = 

also 

SEN \3 4 ! 

pyu) = mpyu- ar: 


3 


Pu = | 
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Für = 13 setzen wir m=4+e m"=4-+Ee; 
g=2. 
Hier wird 
m’ —= 1513+ 25208, 
12 


m —= — 4061231 +1275120e, 
A, = (m’-- 13) a, — 6b, = —4(2 +38) 


und 
A; = (m"”— 13) a, +13 (7 — m’) a) — 6b, — 155} — 3b, A, 
BE, , ..... SOSE... BE 
a ae 5 >, 
Daher werden für »= 13 die Grössen zu; die Wurzeln der Gleichung 
6 6 16 
pur + I) ur gr — 0 


In ähnlicher Weise findet man für die Theilung in 19 gleiche Theile 
die Gleichung dritten Grades 
64 





Par12 +2) u 48 ttepiut gg — (0 
und für die Theilung in 31 gleiche Theile die Gleichung fünften Grades 
5332) pur 112(A4+32)p'u—6437+188) uL256 (5-43) ne 0 


Berlin, 23. März 1871. 
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Ueber die Entwicklung von Funetionen nach den 
Integralen einer Klasse von linearen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung. 


(Von Herrn L. Pochhammer.) 





Aı Reihenentwicklungen, durch die eine beliebige. innerhalb eines 
gewissen Werthgebietes eindeutige und stetige Function dargestellt werden 
kann, sind, ausser den Potenz- und trigonometrischen Reihen, namentlich die 
nach Kugelfunctionen und die nach Fourier- Besselschen Integralen fortschrei- 
tenden Reihen von Wichtigkeit geworden, welche von Laplace, Fourier, Poisson 
bei der Auflösung partieller Differentialgleichungen zur Bestimmung der will- 
kürlichen Functionen angewendet worden sind. In den beiden letzterwähnten 
Reihen bestehen die einzelnen Summanden aus Integralen einer linearen ho- 
mogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung. in welcher ein Parameter 
successiv verschiedene Werthe annimmt. Die Zulässigkeit dieser zuerst ohne 
strengen Beweis eingeführten Darstellungen einer beliebigen Function, respective 
die Feststellung des Convergenzgebietes, bildet den Gegenstand der bekannten 
Abhandlungen von Lejeune-Dirichlet, sowie späterer Arbeiten der Herren 
Heine, C. Neumann, Thome u. A. 

Im Folgenden soll gezeigt werden, dass eine grosse Klasse von linearen 
homogenen Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit einer unabhängigen 
Variablen analoge Eigenschaften wie die Differentialgleichung der Kugel- 
functionen und die der Besselschen Functionen aufweist. Indem man in irgend 
einer derselben einem Parameter successiv die Werthe O0, 1, 2. 3. ... giebt, 
kann man durch die zugehörigen Integrale innerhalb eines gewissen Flächen- 
gebietes eine beliebige eindeutige und stelige Function einer complexen Va- 
riablen darstellen. Der in den nachstehenden Rechnungen bewiesene Satz 
lässt sich kurz dahin aussprechen, dass jede Function, die nach positiven ganzen 
Potenzen ihrer Variablen entwickelbar ist, auch in eine convergente, nach den 
erwähnten Integralen fortschreitende Reihe entwickelt werden kann. 

Den Nullpunkt der unabhängigen Variablen x verlegt man, der Einfach- 


heit halber, in denjenigen Theil der x-Ebene, wo die zu eniwickelnde Function 
40 * 
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als eindeutig und stetig vorausgesetzt wird, und beschränkt sodann die ganze 
Betrachtung auf die Umgebung des Punktes z=0. Die Entwicklung der 
Function nach den genannten Integralen wird allein für dieses Gebiet gegeben; 
dem entsprechend werden aber auch die Coefficienten der Differentialgleichung 
nur in Bezug auf die Umgebung des Punktes 2=0 Bedingungen unterworfen. 

Das gemeinsame Merkmal der Differentialgleichungen, deren Integrale 
hier angewendet werden, besteht darin, dass sie in der Umgebung des Punktes 
x@=( zwei convergente, nach steigenden Potenzen von x fortschreitende 
Reihen zu Integralen haben, deren eine nur ganze positive Potenzen von x 
enthält. Man betrachtet zunächst die Differentialgleichung 


> d’ Pu 


= | 126 
u —-+h(z)P„= mim+b—1)P,, 





in welcher m eine positive ganze Zahl ist, die der Reihe nach gleich 0, 1,2, ... 
gesetzt wird, und gir), hiz) zwei convergente Reihen von der Form 


ge) = ba+be+br° +, 
hie) = sctoX +GgE+-- 

bedeuten. Die Constanten b, b,. b,. ... €, &, ... bleiben völlig beliebig 
nu 4 19 53 eo) - 


bis auf die Bedingung, dass dieselben von m unabhängig sein müssen. Nur 
die Constante b, welche den Coefflicienten der Anfangspotenz von g(x) bildet, 
unterliegt ausserdem der Einschränkung, dass sie nicht gleich einer negativen 
ganzen Zahl oder gleich Null sein darf. Die Differentialgleichung hat im 
Allgemeinen zwei nach steigenden Potenzen von x entwickelbare particuläre 
Integrale. Zur Entwicklung der beliebigen Function wendet man indessen 
nur eins derselben an, nämlich dasjenige, welches ausschliesslich positive 
sanze Potenzen von x enthält. Man definirt die Function P,(x) als die der 
obigen Differentialgleichung genügende Reihe von der Form: 
1 I+ A, IT H k,x" +++. |. 


Dann besteht, wie man auch die in g(x) und h(x) vorkommenden Constanten 
gewählt haben möge, der Satz: dass eine beliebige Function yix), welche in 
der Umgebung des Punktes 2=O eindeutig und stelig ist, in eine convergente 


lteihe 


Fir) - Pl) + pP, Pe) + PP: (x) - ... in inf. 
entwickelt werden kann. Die Begrenzung des Convergenzgebietes dieser 


Reihe ist. wie bei den Potenzreihen, stets ein Kreis. 


Zur Bestimmung der constanten Coefficienten % wird eine zweite 
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Function, welche Ergänzungsfunction von P 


„(2) heissen möge, zu Hülfe ge- 
nommen. Die Differentialgleichung derselben stimmt mit der des inteerirenden 
Factors der für P, gegebenen Gleichung überein; ausgenommen ist jedoch 
der Fall, wo die Constante b eine positive ganze Zahl ist. da alsdann für 
die Ergänzungsfunetion eine nicht homogene Differentialgleichung gewählt 
werden muss. Die Ergänzungsfunetion O,(x2) wird. wenn 5b nicht ganzzahlig 
ist, für ein beliebiges » durch die Differentialgleichung 

d’ d 


- „. (eQ,) — 


1 (g(®) 0,) +h(2)0, = n(n+b-1)0,, 


di 
und wenn 5 eine positive ganze Zahl ist, durch 

d’ 2 d, | 
—lE Q,) .e (gie) 0.) - hi) V, = n(n- b—1 )Q,+Ar 


dx’ 


definirt. wo A und y passend zu bestimmende Constanten sind. In beiden 
Fällen soll Q, dasjenige particuläre Integral sein, welches durch eine Reihe 
von der Form 


—n—l 


x 1+K,a+K,2°-+.-- 

dargestellt werden kann. Die gesonderte Behandlung des Falles, wo 5b eine 
positive ganze Zahl ist, wird nothwendig, weil die Differentialgleichung des 
integrirenden Factors für diese Werthe von b ein logarithmisches Integral 
hat; die Constanten A und 7 werden so gewählt, dass die logarithmischen 
Glieder verschwinden. 

Zwischen den Funclionen P und O0 bestehen Beziehungen. welche be- 
kannten Gleichungen aus der Theorie der Kugelfunctionen und Besselschen 
Functionen analog sind. Es zeigt sich, dass das Product Pr) Q,(.r) die 


Potenz x”' nicht enthält. sobald m und » von einander verschieden sind. 


während in P,(xz)O,(x) diese Potenz x”! den Coeffieienten 1 hat. Im Fol- 


‘in der Entwicklung irgend einer 


senden ist der Coefficient der Potenz x” 
Function Fix) nach steigenden oder nach steigenden und fallenden Potenzen 
von x kurz durch 
IFie)l, 
bezeichnet worden. Dann wird der erwähnte Satz durch die Gleichungen 
[P.(2)Q.(2)]_ı=d0, mon, und [P.(=)Q.(z)]_, > 1 

ausgedrückt. Die Aufsuchung des Coelficienten der Potenz x ' ist gleichbe- 
deutend mit der Ausführung einer geschlossenen Integration um den Punkt 
2 =0; der Satz ist dem von Laplace über die zwischen —I und 1 ge- 


nommenen Integrale von Produeten zweier Kugelfunetionen ganz analog. 
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> 


Aus den obigen Gleichungen ergiebt sich für die Constante /, der 


) ) > 


Werth [y(x)Q,(xz))_,. Man hat also, um die Coefficienten u. Pı» Pr- 


zu berechnen. die als gegeben vorausgesetizte Potenzentwicklung von gi 
p(z) = m +2 +24 --- 
der Reihe nach mit Q,(x). Q,(x). Q,(x).... zu multiplieiren und den jedes- 


-! in dem Producte zu bestimmen. Somit 


maligen Coefficienten der Potenz x 
gewinnt man, indem man bei der Bezeichnung der Coefficienten lieber den 
Buchstaben « statt x anwendet, für die beliebige, in der Umgebung von x —0 


eindeutige und stetige Function g(x) die Reihenentwicklung: 
yiz) = [ylau)Q la). Pla) + [ypia) Q,a)_, Piz) + pi) Ok), Pıx)+- in inf. 


Zum Beweise der Convergenz dieser Reihe ist die Ableitung mehrerer Hülfs- 
sätze erforderlich, welche sich auf die Werthe von P,(x), Q,(x) für ein un- 
begrenzt grosses m beziehen. 

Die letzterhaltene Formel bleibt in Kraft, wenn die Functionen ? und 
Q nicht durch die oben angeführten Differentialgleichungen,. sondern durch die 


allgemeineren 











d’P.,. dP,, N \ / N 
f\«) I2° +9g9(8) 2 +h(z)P„ = m(m+b-—1)P,, 
d’ | d | | ea 5 | 0 
dr? (f(@) 0.) - (92) Q.)+ (h(z)—n(n+b—1))Q, = u 


definirt werden. wo g(r) und h(x) die frühere Bedeutung haben, und f(x) 
eine beliebige convergente Reihe von der Form: 


f(x) = «(l+a2+0,20 +.) 


bezeichnet. Diese Functionen P, welche auf die früheren Functionen durch 


u 
m 
Ir 


ana dx . A . i . 
die Substitution 7 —= —, - zurückgeführt werden, unterscheiden sich von 
y/ız) S 


letzteren dadurch, dass das Convergenzgebiet der Reihe 
ya) = [ya OP) + yW)O WW), Pıla)+ ya) Ge) _ı Pel@) +: 
nicht kreisförmig begrenzt ist. Die Begrenzungscurve ist vielmehr diejenige 
Curve. welche in der z-Ebene einem Kreise in der S-Ebene bei der ange- 
d& 
Yf(&) S 


In dem letzten Abschnitt ($$. 15—17) sind als Beispiel zwei specielle 


wendeten Substitution entspricht. 


Difierentialgleichungen behandelt worden, bei denen die Funclionen Q ganze 








ee 1 "77 E02 70 >02 
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u y . 1 LR [3 ” 4 2) 
rationale Functionen von — werden; für dieselben besteht die Gleichung 
An - 


4A L 
5 P,x«)0,() : —— 
j? 0) . 4 q 


Die Identität der letzterwähnten Summe mit der Potenzentwicklung von 


—— wird durch directe Summation, unter Anwendung eines Satzes über die 


v 


Binomialcoefficienten, bewiesen. 


Absehnitt 1. 


Definition und asymptotischer Werth der Fuuction P,„(z). 


$. 1. Wenn eine lineare homogene Diflferentialgleichung zweiter 
Ordnung 


a dy h 
Pr "Tre Bu 


der Bedingung genügen soll, zwei particuläre Integrale von der Form 


ce" 1+ kc+kya +1, 2” 1+k2+ + +..} 


zu haben, so werden dadurch die Anfangsglieder der nach Potenzen von x 
aufsteigenden Entwicklungen von X, und X, bestimmt. Denn wenn man in 
die Differentialgleichung die Reihen 

y-= ce" + k, ati... & &, = but... X, — er tr... 


einsetzt, und für « eine quadratische Gleichung mit den Wurzeln m und m’ 
verlangt, so ergiebt sich unmittelbar 





1 — m — m’ 
r 7 +b,+b,0+ bz’+ +, 
x 
© A | | 
Mh x r 


Man setzt nun fest, dass der eine Exponent, m, eine positive ganze Zahl oder 
Null sein soll. Der andere Exponent, m’, bleibt beliebig: wird der Coefficient 
des Anfangsgliedes von X, durch 5 bezeichnet, so folgt aus I-m—m' = b, 


dass das Anfangsglied von X, den Coefficienten mm’ = —mim+b-—1 hal 
Man multiplieire die Differentialgleichung mit x’ und setze U=-yge. 
2X = —m(m+b—1)+h(e). Dann hat man die Gleichung 
‚d’y dy \ 
2 —— +02) — +h(cı mim+-b—Il)y, 
dx” rg dı 9 8 J 
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in welcher g(x) und k(xz) zwei Reihen von der Form 
g(z) = b z+b2’+b,2°+:-. 
h(‘ı) = gc+o +, +-- 
bedeuten. Diese Differentialgleichung bildet den Ausgangspunkt für die nach- 
stehenden Untersuchungen. Das particuläre Integral derselben, welches die 
Anfangspotenz x” hat, werde durch P,(x) bezeichnet. Für die Constante m 
denke man sich nach einander die Werthe 0, 1. 2. ... eingesetzt. 

Die Function P,(x) wird somit als dasjenige particuläre Integral der 
Diiferentialgleichung 

Eee > ‚> 0 > 


. . = (»\ P u | zu 
(2.) Mi trete) un m(m+ b IH, 


definirt. welches durch eine Reihe von der Form 
PEN > 
3.) 4 


„(z) = a" f1+kha+ka2+---} 
darstellbar ist. 

In Bezug auf die Functionen g(x) und h(x) setzt man erstens voraus, 
dass sie in der Umgebung des Punktes r=0 eindeutig und stetig sind, oder 
also dass die Reihen (1.) convergent sind. Zweitens sollen die in g(x) und 
h(x) vorkommenden Constanten b, bi, 3» ... Cs €» ... von m unabhängig 
sein, so dass sie unverändert bleiben, wenn m successiv gleich O0, 1,2, ... gesetzt 
wird. Drittens setzt man voraus, dass die Constante b, welche den Werth von 


B ; ’ j i i 
—g(x) für e=0 darstellt, nicht gleich einer negativen ganzen Zahl oder 
zn 


gleich Null ist. Im Uebrigen bleiben die Constanten b, b,, ba» ... Ci, &. 
beliebig. 
Unter den angeführten Voraussetzungen hat die Differentialgleichung (2. 


f 


stets ein Integral P,(x) von der Form der Reihe (3.), wie in $. 3 näher 
erörtert wird. Die Coefficienten k bestimmen sich in eindeutiger Weise, und 
die Reihe ist convergent. 

$. 2. Es bezeichne y(x) eine in der Umgebung des Punktes x = 0 
eindeutige und stetige Function. Die Potenzreihe, in welche dieselbe nach 
dem Satze von Cauchy entwickelt werden kann, sei 

y(z) = tr ctnn + +0,10" 
Es soll die Aufgabe behandelt werden, die Function y(x) in eine nach den 
Integralen P fortschreitende Reihe 
plz) = AP) +PıPı(2)+PRPı(x)+-- in inf. 


zu entwickeln und die Convergenz der Entwicklung zu beweisen. 
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Aus dem Umstande, dass der Index der Functionen P mit dem Ex- 


ponenten ihrer Anfangspotenz übereinstimmt, und also jedes folgende P mit 
einer höheren Potenz von x beginnt, ergiebt sich unmittelbar, dass die Coefli- 
cienten P eindeutig bestimmt sind. vorbehaltlich der Convergenz der Reihe. 
Man bilde zunächst, indem man durch 7 eine beliebige endliche ganze Zahl 
bezeichnet, eine aus 7 Functionen P bestehende Summe 


U (€) +Pı P, (x) + . +9, ae e3 . 


und stelle die Forderung, dass dieselbe mit der Potenzreihe von y(x) in dem 
constanten Gliede und in den Coeffiecienten der 7—1 ersten Polenzen von x 
übereinstimme. Dies entspricht der Gleichung: 


MM} ae U | ! fe ) F \ ’ fi | Y 
PuPu(2)+ PıPı (2)-+ ++ßr,MP:- =) = At ,C+ +0,18 7 S, 


wenn S einen Ausdruck bezeichnet, der nur höhere Potenzen von x als x’ 


enthält. 

Die Forderung der Uebereinstiimmung des constanten Gliedes auf der 
linken und rechten Seite der Gleichung ergiebt %,=«,. da ein von x un- 
abhängiges Glied nur in P,(x) vorkommt. Der Coefficient von x enthält nur 
P, und /,,. und zwar die Unbekannte 5, mit dem Factor 1: der Coefficient 
von x° enthält nur /,. ?, und /,. u. s. w. Es entsteht für die Grössen 7,. 
Pis -». Pr ein System von 7 linearen Gleichungen, bei dem der Fall, dass 
eine dieser Grössen unbestimmbar wäre, ausgeschlossen bleibt, weil jede der- 
selben in derjenigen Gleichung, in der sie zuerst vorkommt, und durch die 
sie bestimmt wird, den Factor 1 hat. Hieraus folgt die Eindeutigkeit der 
Coefficienten /. 

Die allgemeine Bestimmung der Constanten 5 wird im Folgenden durch 
die Betrachtung einer der Gleichung (2.) verwandten Differentialgleichung be- 
werkstelligt werden. Zum Beweise der Convergenz der Reihe hat man zu 


L L 


zeigen, dass das Restglied & 5, P,(x) mit wachsendem 7 einer beliebig kleinen 
> T 


Grösse gleich wird. Es sind jedoch hierzu eine Reihe von Hüllssätzen er- 
forderlich. durch welche das Verhalten sowohl der Function P,'x) als des 
Coefficienten /, für ein unbegrenzt wachsendes m festgestellt wird. 

$. 3. Aus der Dilferentialgleichung (3.) 


D 
d 


lässt sich der asymptotische 
MITN 


Werth der Function P,(x) für m = x herstellen. Indem der Quotient - > 


für ein über alle Grenzen wachsendes m gleich einem von Null und Unendlich 
Journal für Mathematik Bd. LXXIV. Heft 4. 41 
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verschiedenen Werthe gefunden wird, gelangt man zu der Folgerung: dass inner- 
halb des Flächenstücks, wo die Functionen P überhaupt definirt worden sind, 


’ L 


die Grenze des Convergenzgebietes der Reihe EZ 3,P, (x) ein Kreis ist, wenn 
v—ı) : 


vorläufig vorausgesetzt wird, dass die Reihe für irgend einen Werth von x 
convergirt. 
Um letzteren Satz zu beweisen, hat man den Werth von P,(x 


\ zwischen 


zwei Grenzen einzuschliessen. Es sollen zu diesem Behuf zwei auf 
mod.P,(xz) bezügliche Ungleichheiten abgeleitet werden, die sich aus der 
Differentialgleichung (2.) durch Untersuchung der Coeffiecienten k ergeben. 


Substituirt man P,(x) = x”n, so genügt die Function 7 der Differential- 





gleichung 
d’n [ Me dn 
cz ——+12m+—g(x I 
dx’ 29] ar 
[mm —1)-+ hf) —m(m+-b—1) mg(x) 
== > , a 4 Z er 7 — 0 
x x 
oder 
d’n r h ” dn 
z——+[2m+b+b,2-+b,x2+ b,x°-+ .--] — 
dx” ni! rw Tr l I 2 "Tv ] d.r 
+[m(b+bc+b,+. )+a+92+6Gr0+.-]n = 0, 


und zwar ist sie dasjenige parliculäre Integral, welches durch die Reihe 
Y —_ 1+k,c+k,re’+.-- 
dargestellt wird. Man führe die Bezeichnungen 


b+b,c+b,2°+:.-- — —E, (2), 


\ 


| | -. E ] ' eo Nr 
b+b,2+b,x re r—largetroget) = —B;(T) 


ein, dann lautet die Differentialgleichung für 7: 


d’n ul) 
(4) £2-—— = [-?m—-b-+cE,(r)]—-+mE;(x)n. 
ee dx’ | —b+eEbe)] dx Y ne 


Die Functionen E,(x) und E,(x) sind, wie g(z) und k(z), in der Um- 
sebung des Punktes 2e=0 eindeutig und stetig. Der nächstgelegene singu- 
läre, Punkt für die Differentialgleichung (2.). d. h. der in der complexen 
Ebene vom Punkt 2= 0 am wenigsten entfernte Punkt, für welchen eine der 
Functionen y(z), h(x) unstetig oder unbestimmt wird, habe vom Punkte 20 
den Abstand 0. Durch r bezeichne man eine reelle posilive Zahl, die um 


eine beliebig kleine, jedoch endliche Grösse kleiner als o ist. Ferner seien 
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I. 4, zwei reelle positive Constanten, welche den Modul von E,'r,, respective 
‘,(z) in jedem Punkte der den Nullpunkt umgebenden Kreislläche mit dem 
Radius r übertreffen. Diese Zahlen /, und /, sollen unabhängige von m ze- 
wählt werden, was möglich ist. da E,(x) für m = x endlich bleibt. während 
E,(x) die Grösse m nicht enthält. Entwickelt man E,(r) und K,'r, nach 
der Maclaurinschen Formel, so gelten bekanntlich für die daselbst auftretenden 


CGonstanten E\’(0). EV’(0O) die Ungleichheiten 





na A ! BE I, 

mod. ki (O) <r!—., mod. KV’ (O) <r!- 

pP’ u d pr 

oder. was dasselbe ist. 
a ac x dv I b ’ 4 

mod. Ei (0) < Ä . mod. Ki’ (O)- —— - | 
dl da’ rt . d dr’ zT 
En BB... 
r x—0 r' 


Nach Cauchys Methode sollen aus dem letzteren Satze Schlüsse in 
Betreff der Coefficienten A abgeleitet werden. Die zu diesem Zweck anzu- 
stellenden Rechnungen sind denen ganz analog. die ich in meinem früheren 
Aufsatze „über die einfachen singulären Punkte linearer Differentialgleichungen” 
(dieses Journ. Bd. 73) für die »!® Ordnung durchgeführt habe: nur hat man 
hier darauf Rücksicht zu nehmen, dass die betreffenden Eigenschaften der (o- 
efficienten k auch für ein über alle Grenzen wachsendes m bewiesen werden 
müssen. — Als bekannt wird der Satz, welcher sowohl in dem oben eitirten 
Aufsatz als in der Abhandlung des Herrn Fuchs über lineare Differentialglei- 
chungen im 66'» Bande d. J. als Specialfall enthalten ist. vorausgesetzt: dass 
eine Differentialgleichung von der Form 


ar d’y 


B\ ei dy 
\® .) , dx? 


dx 


\ 


— (d,+d, T r Ö, x +. dt d,r ; Ö, fi RR % 


7 


eine convergente Reihe y=1+y,r+7,2°+:- zum Integral hat, sobald d 
weder eine positive ganze Zahl noch Null ist, und dass das Convergenzgebie! 
der Reihe sich bis zum nächstgelegenen singulären Punkt der Dillerentialglei- 
chung erstreckt. Aus dem Salze folgt hier zunächst. dass alle Functionen 
P,„(x) in der Umgebung des Punktes x = 0 eindeutig und stetig sind. Denn 
da der Fall. dass 5 eine negative ganze Zahl oder Null ist. ausgeschlossen 


wurde. so ist die Grösse —2m--b, welche in der Gleichung \4.) der Con- 


stanten d, in (D.) entspricht, für keinen Werth von m eine positive ganze 
Zahl oder Null. Die Reihe P 
m eonvergent. — Im Folgenden handelt es sich ausschliesslich um die Er- 


Be 


(2) = a” (lI+-hc+-) ist also für ein beliebiges 


m 
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mittelung des Werthes von P,„(xz) für ein sehr grosses m; man nimmt an, dass 
m grösser als mod.b, und folglich mod. (2m +b) grösser als m ist. 

In die Differentialgleichung (4.) führe man die Reihe 1+k,c+ky30’-+--- 
für 7, sowie die Maclaurinschen Entwicklungen für E,(x) und E;(x) ein, und 
setze die Coelficienten der einzelnen Potenzen von x gleich Null. Dann er- 
giebt sich für die Grössen k das Gleichungssystem: 

(2m+b)k, = mE; (0). 

2(2m+b+1)k, = (E,(0)+mE,;,(0))k,+mE;(0), 

3(2m+b+2)k, = (2E,(0)+mE;(0))k,+(E,(0)+mE;(0))k,+4mE; (0), etc. 
Die Constanten E, (0), E;(0). E,(0), E;(0), ... kommen nur im Zähler der 
für k,, Ay, ... sich ergebenden Ausdrücke vor, während die Nenner durch 
2m+b, 2<m+b-+1, ... gebildet werden. Ersetzt man 2m+b, 2Zm+b-+1,... 
durch m, m-+1, .... so werden die Nenner dem absoluten Werthe nach ver- 
kleinert, da m < mod. (2m-+b) vorausgesetzt ist. Führt man ferner statt der 
auf E,(x) und E,(x) bezüglichen Ausdrücke E,(0), E,(0), E,(0), E,(0), ... 


ein, so werden, den angeführten Un- 








. I 
die analogen von — und 
Re. a 
r r 
gleichheiten gemäss, die Zähler der k vergrössert, während gleichzeitig alle 


Ausdrücke reell und positiv werden. Wenn man in der Differentialgleichung 
I I 


i 2 


(4.) also 2m-+b, E,(x), E,(x), 7 durch m, = : = ‚„ v erselzt, und 


r r 





die Reihe „= 1+A,02+,x°+--- mit der durch die Gleichung 


ii 5 I d l. 
(6.) Pd == pr . = ie 








dx’ re dx 1 
. 2 
definirten Reihe 
ve = 14+A, 2 +A,0° + 
vergleicht: so sind die Coefficienten A,, A;, ... sämmtlich reell und positiv, 


und es besteht für ein beliebiges » die Ungleichheit: mod. k, < A,. 
| 1 
Man multiplicire die Gleichung (6.) mit (1-7) und setze A, = B,; 
wodurch die Reihe oe die Form 


a u’ 
= 1+B,—+B. .. 





annimmt. Durch Einsetzen dieser Reihe in die Differentialgleichung von v 
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ergiebt sich für die Coeflicienten B die recurrirende Gleichung 








B,4ı v(w—1) + vlm+rl)tmri, 
u (v-H1)(v + m) 

oder 
B,+ı (rl, —2)v+(rl,—1)m 








B, u v4) Hm) 


Durch / bezeichne man eine reelle positive Zahl, welche grösser als r/,—2 
und als r4,—1 ist; dieselbe soll. ebenso wie /, und 4. unabhängige von m 
gewählt werden. Dann folgt: 
= I(v + m) j | E, 
3, a Us re @-+ HI)(v -+m) ? By} < (MHz). 
Da 5, gleich Eins ist, so bat man 


3, <i14-, B<(i4)(itz 
2,—(14 4 4)..(14), 


5 HNA+D.. 4m 
Be 5 


oder: 





v 


1 . £ i ) 
Da A,=—B, ist, und mod.k, < A, bewiesen wurde, so ist um so mehr: 
r 


( , 
mod. k, < u 2. nn. 





Hieraus ergiebt sich unmittelbar eine Ungleichheit für den Modul der Reihe 
n. Nennt man » den Modul von x, so wird der absolute Werth von » ver- 


(1+1)...(I+ 9) 


v!r’ 





grössert, wenn man ® für x und überall für Ak, einsetzt. 


Es ist also: 


I+1 I+1)(1-+ ] 4) Wr. 
mod. 7 < um „ErYEHR 2) w ins ad es ) 


r Een pr 





— 


Der rechts stehende Ausdruck ist nach dem binomischen Satze gleich (1 — —) 


so dass die Ungleichheit 
Ber 


mod. < (1 _ —) 


entsteht. Die letztere Potenz stellt aber für w<Zr eine endliche positive 
Zahl dar, die von m unabhängig ist. Man kann daher eine reelle posilive, 


von m unabhängige Constante L angeben, welche für ® <Zr stets grösser 
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als 273 ist. Die zwei Forderungen, das »® um eine endliche Zahl 
kleiner als r, und r um eine endliche Zahl kleiner als o sei. geben für & 
hier nur die eine Bedingung »<Zo, da die Differenzen o—r und r— wo be- 
liebig klein gewählt werden können, wenn sie nur endlich sind. 

Aus mod.7 <L folgt für die Function P, (x), unter der Voraussetzung 


dass », der Modul von x, kleiner als @ ist, die Ungleichheit 
(7.) mod. P„(2) < Lo", 

in welcher m eine beliebige ganze Zahl, die grösser als mod. b ist, bedeutet. 

$. 4. Die Ungleichheit (7.) dient im Folgenden zu dem Beweis der 
Convergenz der nach den Integralen P fortschreitenden Reihen. Um jedoch 
auch in Betreif der Divergenz die Uebereinstimmung dieser Reihen mit den 
Potenzreihen festzustellen, bleibt der Nachweis zu führen, dass die Reihe 
n=1+k.0+:- für m=»x von Null verschieden ist. 

Aus der im vorigen Paragraphen bewiesenen Ungleichheit 


I-+A)(I-+-2)...(I+v 
mod. k, < FEN ii Se Alb 
9 r’ 





folgt. dass der Modul des Restes der Reihe 7, von irgend einem Term an 
gerechnet, kleiner als der entsprechende Rest der Reihenentwicklung von 


a 
(1-*) ist. Man bezeichne durch & eine kleine, jedoch endliche Zahl, 


und bestimme den Index u derarlig, dass der mit der Potenz &“*' beginnende 





. at re ACH 2).(IHr) Wr ' 
Rest der Reihenentwicklung von (1- EEE R. > 3 = — —, gleich 
v=u-+l DE Zee 


e ist oder & möglichst nahe kommt. Dann ist: 


mod. (ka "+ k,.0 +. in inf.) <e. 


Die Zahl « ist eine endliche Zahl, die je nach der Wahl von & verschiedene 
Werthe hat, die aber von m unabhängig ist. Die Summe der u-+1 ersten 
Terme von 7; möge nit 7, bezeichnet werden; dann unterscheidet sich, gemäss 
der obigen Ungleichheit, die unendliche Reihe »; von der ganzen Function 
«en Grades 7, nur um eine Grösse. deren Modul kleiner als & ist. Der 
Werth dieser ganzen Function 7, = 1+Ah2+'-+h,e" für ein unbegrenzt 
grosses m wird nun ohne Schwierigkeit gefunden. Da «u eine bestimmte end- 
liche Zahl ist, so ist für die Ermittelung des asymplotischen Werthes von », 


Sr u j m 
die Zahl m als beliebig gross gegen u anzusehen, d. h. der Quotient Fr und 


m m . Ri s . 
ebenso z.B. —; und -,, ist grösser als jede angebbare Zahl. Mit andern 


4‘ 
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Worten bedeutet dies, dass man zuerst m ins Unendliche wachsen lässt. wäh- 
rend u als endlich gilt, und dass man erst dann für « einen unbegrenzt 
grossen Werth setzt. 

Wenn man in die durch m» dividirte Differentialgleichung (4. 


I dn 





ed 
Lan EN b+b,c+b,r' 





dx 


u ui Ze 
+ [u +b 24,084 + (tee a = 0 


m 
für 7 die Reihe 1+A,.2+k,2’+--- einsetzt, so folgt für den beliebigen Coef- 


ficienten k, die EURER 


(bi+ Bee 5, - an k. 





k, = en 
(14 Zee ) 


Zur Berechnung der Function 7, hat man »v höchstens gleich der Zahl uw, 





2)b,4 =)k ++} 


m 





gegen welche m beliebig gross ist, zu nehmen. Die durch m dividirten Aus- 
drücke, welche auf der rechten Seite der letzterhaltenen Gleichung vorkommen, 
sind daher als verschwindend klein anzusehen, so dass sich bis auf einen 
beliebig kleinen Fehler 


Pr 
k, ng: 5, dk, +brh,n+--+b,_,l+b, 


ergiebt. Da zur Bestimmung von 4, ... Ak, nur die ersten « Gleichungen 
erforderlich sind, also nur eine endliche Zahl von Rechnungsoperationen vor- 
zunehmen ist, so ist die wiederholte Addition der Fehler ohne Einfluss auf 
das Resultat. Die obige recurrirende Gleichung 
RR | | 
k, er >, 1dk,+bh,_.++b,_.ktb,| 

entspricht aber, wie man leicht erkennt. derjenigen Differentialgleichung, 
welche entsteht, wenn man in der Differentialgleichung für 7 die durch m 
dividirten Glieder direct fortlässt, d.h. der Differentialgleichung 


2 +(b,+br+b,2’-+- = Ö, 


als deren Integral, wenn man die willkürliche Constante durch die Bedingung 
„»—=1 für e=0 bestimmt, sich der Ausdruck 


a —ı(b2+3%b,2’+4b,x° 
1? 


ergiebt. Die ganze Function ut? Grades 7, unterscheidet sich demnach von 
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der Summe der «+1 ersten Terme der Entwicklung von 7, nach steigenden 
Potenzen von x nur um eine Grösse, welche unbegrenzt klein ist, sobald 


. m n 
man den Quotienten 7 genügend gross nimmt. 


' 


Die genannte Entwicklung von 7, ist aber convergent, weil der Ex- 
ponent von e eindeutig und endlich ist; folglich unterscheidet sich die ge- 
nannte Summe der «+1 ersten Terme derselben von dem Werthe der unendlichen 
Reihe nur um eine beliebig kleine Grösse, wenn u genügend gross, d.h. 
e genügend klein genommen wird. Dies zeigt, dass für ein unbegrenzt 
grosses m die Differenz 7,—n, eine Grösse ist, welche mit & zugleich gegen 
Null convergirt. Dasselbe gilt von der Differenz 7—n,, da nach der Definition 
von 7, auch die Differenz 7—n, zugleich mit & gleich Null wird. Es ist 
somit in aller Strenge bewiesen. dass der Werth der Reihe 

 n=e"P,(e)=14+khca+k,2°+--- in inf. 
sich von dem Ausdrucke 
e2:lbe+3baö+3b,e+-) 


um weniger als eine beliebig gewählte noch so kleine Zahl unterscheidet, 
sobald für m eine hinreichend grosse Zahl gesetzt wird. 

Die Reihe b,e-+4b,2°+ 1b,0°+-- ist, ebenso wie g(x), für mod.2<Zo 
eindeutig und stetig, so dass die obige asymptotische Function 7, für mod. 2<.o 
stets von Null verschieden bleibt. Folglich ist auch, sobald m genügend gross 
genommen wird, die Function 7 = =” P,(x) für mod. <{o um eine endliche 
Zahl von Null verschieden. 

Man kann also, wenn ®, der Modul von x, um eine endliche Grösse 
kleiner als o vorausgesetzt wird, eine reelle positive, von Null verschiedene und 
von m unabhängige Constante Z von der Beschaffenheit angeben, dass die Un- 
gleichheit mod.» > 1 oder 

(8.)  mod.P,(x) > Lw” 
für alle Werthe von m, die eine gewisse endliche Zahl übersteigen, besteht. 
$. 5. Mit Hülfe der Ungleichheiten (7.) und (8.) lässt sich nun leicht! 
beweisen, dass die Grenze des Convergenzgebietes einer beliebigen Reihe 
RP, a)+PıPı(@)+ PP (x)-+-- in inf. 
ein Kreis sein muss, da die bekannten Schlüsse in Betreff der Potenzreihen 
hier unmittelbar Anwendung finden. Die Grössen /,. Pı, ... bedeuten Con- 


stanten. Der Modul von x wird kleiner als og vorausgesetzt. 





a en a RER ee 
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Man bezeichne durch 7 eine endliche ganze Zahl, welche so eross ist, 
dass für P,(x) und alle Funclionen P mit grösserem Index die Uneleichheiten 
(7.) und (8.) gelten. Die Summe der x ersten Terme 

BP a)+PPıX)+ +, P,ı(z 


hat einen endlichen Werth, da die Functionen P,(x). ... P,_,'x) endlich 
bleiben. Die Convergenz der Reihe hängt daher von dem Rest 
PP.) + PesıPrsıte)+- in inf. 
ab. Man selzt nun voraus, dass die Reihe 
MPı&)+ PıPı (2) +PrP:(2)+-- in inf. 
für einen Werth = = x,. dessen Modul durch &, bezeichnet werden möge, 
convergent ist, und man will zeigen, dass dieselbe dann auch für jeden Werth 
von x, dessen Modul kleiner als w, ist, convergirt. 
Zu diesem Behufe soll zunächst bewiesen werden. dass die aus reellen 
positiven Summanden zusammengeselzte Reihe 
Ze En We 
a -}- mod. ,,' r = + mod. ri 2 - 
(2) 7 at, 


ı(ı,. 
convergirt, sobald mod. x <Z mod.x, ist. Aus (7.) und (8.) ergiebt sich 


T = mod.- in inf. 


0 


mod. P„(z) <Lw", mod.P,(z,) > Lwi. 
u u; ‚ j ' : AZ 
Durch Vergrösserung der Zähler und Verkleinerung der Nenner in mod. 57, eic. 


erhält man daher die Ungleichheit 
m T. Lo" 


Y = v 
1 u > 
.—— 

= I ! m 

m-ı Lo) 








oder, da die Constanten L und Z/ von m unabhängig sind, 


IE - 


TER ’ | 
Farz, (>) v (—) -_ I (—) a u 
LU \o, mu ‘0, L' \o- 2) 








07 


0 


Der rechts stehende Ausdruck hat für & < wo, einen endlichen Werth und 
nähert sich mit wachsendem z der Grenze Null, wodurch die Convergenz von 
T für mod. ze < mod. r, erwiesen ist. 

Aus der Reihe 7 erhält man wieder eine convergente Reihe, wenn 
man die einzelnen Summanden mit Grössen, die endlich sind, multiplieirt. 
Nun ist nach der Voraussetzung die Reihe 

BP. P.(&u)+P, ıPısı()+- im inf. 


convergent, so dass kein Term derselben einen unendlichen Modul hat. Multi- 


plieirt man also die einzelnen Summanden von T bezüglich mit den Factoren 
mod.[P,P.(),) mod.[,.P,.ı(&). - - -, 
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so convergirt auch die hierdurch entstehende Reihe 


m L P (x mM— TI. 

= ’ m\# ra 2 \ . ra \ 
Re. mod. „7 mod. !3,P,'&,)] = Z mod.[P,P,.(x)]. 
ni T m D a. i u m 1 De /J? 


07 


sobald mod. ze <Z mod.x, ist. Nach einem bekannten Satze folgt aber hieraus 


m I. 


die Convergenz der Reihe & 7,P,‘x) und somit auch der Reihe 


m I 


für mod. x < mod. x). 

Da demnach die Convergenz der betrachteten Reihe für irgend einen 
bestimmten Werth von x stets die Convergenz derselben für alle Werthe x 
mit kleinerem Modul nach sich zieht, so ist die Möglichkeit ausgeschlossen, 
dass die Begrenzung des Convergenzgebietes eine andere Curve als ein Kreis 
sei. Man hat also den Satz: 

Die Grenze des Convergenzgebietes einer beliebigen Reihe 

RP, xX)+P,Pı(@)+PrP:(2)+-- in inf., 
in welcher die Functionen P,|x) durch die Gleichungen (2.) und (3.) definirt 
sind, und 5» Pı» [Pr - .. Constanten bedeuten, ist stets ein Kreis, falls die 
reihe überhaupt für irgend einen Werth von x convergirt. *) 

Die angestellte Untersuchung bezieht sich ausschliesslich auf das den 
Punkt 2= 0 umgebende Flächenstück der e-Ebene, für welches der Modul 
von z um eine endliche Zahl kleiner als o ist. oder. wie man es kurz aus- 
sprechen kann, auf die Kreisfläche mit dem Mittelpunkt «= 0 und dem Radius 
o unter Ausschluss ihrer Peripherie. Ausserhalb dieser Kreisfläche ist die Reihe 
2" /1+-k,a-+..t. als welche P,,(x) definirt wurde, im Allgemeinen divergent. 
Daher kann es sich ausserhalb jener Fläche, also für mod.e >e, im Allge- 
meinen nicht mehr um die hier definirten eindeutigen Functionen P,(x), son- 
dern nur um stetige Fortseizungen derselben handeln. Auf eine Reihe 
»Pı(2)+P,Pı(x2)+:--. welche nicht allein für mod.e <Zo, sondern auch für 


m 


sewisse Gebiete. wo mod.e >> o ist, convergirt, bezieht sich der oben be- 
wiesene Satz über die Begrenzung des Convergenzgebietes nicht. Wenn aber 
eine Reihe %,P,(2)+P,P,(x)-+-- für gewisse Theile jener Kreisfläche con- 
vergent, für andere divergent ist, so kann die Grenze des Convergenzgebietes 


nur ein Kreis mit dem Mittelpunkt z=0 sein. 


*) Jch möchte nicht unerwähnt lassen, dass die Methode, asymptotische Werthe 
mit Hülfe einer linearen Differentialgleichung herzuleiten, zuerst von Herrn Thome im 
66. Bande dieses Journals bei Untersuchungen über hypergeometrische Kettenbrüche 
und über Reihen, die nach Kugelfunctionen fortschreiten, angewandt worden ist. 
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In dem Falle, dass zu der Differentialeleichung (2.) kein anderer sin- 
gulärer Punkt als e=0O und zr =» gehört, dass also die Funclionen g(x 
und h(x) für keinen endlichen Werth von = unstetig oder mehrdeutig werden. 
gelten die abgeleiteten Sätze für die ganze Ebene; die Reihe (3.) ist alsdann 


für jeden endlichen Werth von x convergent. 


Ibsehmitt 1. 
Definition der Ergänzungsfunction Q,(). 
$. 6. Mit den Funetionen P,(x) verbindet man eine zweite Gattung 
von Functionen, welche als Ergänzungsfunctionen der P bezeichnet werden 
sollen. Dieselben dienen zur Bestimmung der Coefficienten bei der Ent- 
wicklung der beliebigen Function y{x) nach den Funetionen P. 


Die Function P,(x) wurde durch die Differentialgleichung (2. 


/ 


2d m 5 ’ 
)——+h(z2)P„ = m{m+b-1)P 
de +% ge de | ed m 4 j , m 
definirt, in welcher die Constante b oder [x=”""y/x)|, , nach der Voraussetzung 


weder gleich einer negativen ganzen Zahl noch gleich Null sein sollte. Bei 
der Definition der Ergänzungsfunclionen hat man zu unterscheiden, ob die 
Constante b eine positive ganze Zahl ist, oder nicht. Ist b nicht ganzzahlig. 
so definirt man, für »=0, 1, 2, .... die Ergänzungsfunclion Q,(r) als das- 
jenige particuläre Integral der Differentialgleichung 


(9.) I u(@ 0)-— (gl z)Q,)+h(z)Q, = n(n+b-1)0Q,, 


welches durch eine Reihe von der Form 
(10.) 0O,.@) = "14 K,c+K,r+---| 
dargestellt wird. Man erkennt, dass die Gleichung (9.) mit der Differential- 
gleichung des integrirenden Factors, welcher zur Differentialgleichung von 
P,(x) gehört, identisch ist. 
Ist aber b eine positive ganze Zahl, so soll die Function Q,|x) durch 
die nicht homogene Differentialgleichung 


er d 


(11.) 7 (20) Q,)+hl2)Q0, = n(n+b-1)Q0,+Ar!, 


in welcher A und y passend zu bestimmende Constanten bedeuten, definirt 
werden, indem wieder die Bedingung hinzugefügt wird, dass dieselbe die Ge- 
stalt der Reihe (10.) habe. Die Constante y ist eine positive ganze Zahl und 


wird im allgemeinen Falle gleich »„+b—2 genommen werden. 
42 * 
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Es ist zunächst zu beweisen, dass die Function Q,(x) durch die obige 
Definition als convergente Reihe definirt ist. Man vereinigt die beiden hier 
unterschiedenen Fälle, indem man die Differentialgleichung (11.) behandelt und 
A gleich Null setzt, wenn 5b keine ganze Zahl ist. Um die Existenz eines 
partieulären Integrals von der Form x” |1+K,2-++-) zu beweisen, nimm! 
man ein mit der Potenz x"'’* beginnendes particuläres Integral von (9.) 
zu Hülfe. 

In der Differentialgleichung (9. 

(ey) her z)y)rhia)y = nin+b—1)y 


seize man 9 = x"*""T; dann ergiebt sich für { die Differentialgleichung 
d’T _ I. u 
nr TE 
ER be +b—1)— Ya) +h(e) (n+b—2)g (x) 


1% x” 











oder 


d5 - (Rn —b+bc2+br0+- a 





da” dx 


Bir eu by 
Diese Differentialgleichung besitzt die Form der Gleichung (5.) in $. 3, wäh- 
rend die dem Coefficienten d,, entsprechende Constante —2r»—b weder Null 
noch eine positive ganze Zahl ist; dieselbe hat also eine convergente Reihe 


- 


Be 1+0,2+0,r°+--- 
zum particulären Integral. Aus der Convergenz der Reihe £, folgt ausserdem, 


.. ® 7 . r 1 . . . 
dass für kleine Werthe von x auch der reciproke Werth —- eine eindeutige 
l 


und endliche ee ist. — Das zugehörige particuläre Integral von (9.) 
nenne man y, = x"*°”Z,. Vermittelst y, lässt sich dann bekanntlich die Diffe- 
rentialgleichung (11.) allgemein integriren. 
Das vollständige Figg einer Differentialgleichung 
d’ı 
dx’ 





de 
2) + ur (®) oa = (x) 





wird, wenn y, ein parliculäres Integral der Gleichung 


— dı N 
ty) tvıla)y = 0 


durch die Substitution © = y,/wdx erhalten, wo dann w, nach der Theorie 
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der linearen Differentialgleichungen erster Ordnung, gleich dem Ausdrucke 


1 far v)dx Y wi x [x I) ! 
m _— — e pi) fw. T Yı Fe dr Pr. ( onsti. ( 
Y, e 
sefunden wird. Wenn man dies auf die Differentialgleichung 11.) anwendet. 
so Ist 
/ 1 1 .—D 
v(2)=——-—gla —b,—ba - 
L Fon c 
w(xt) Az’ 
. wit. )dx ) ' ni 24 . . 
zunehmen. Also ist e /" "" "— 2’ tet t% : und wenn man die Bezeichnune 
1 „91x r3b,x’+... a E £ = gr ) (b x h X ...) E »\ 
€ 1 Y  , (0 )s cıe Pr - +4 E 
S, 
einführt. so folgt 
1 [y(s)dx _ ab DE (m fwex)dx „+? £ 
—e: =ı4 E;(z), yıe =" Bela). 


yı 
Die Functionen E,(z) und E,(x) sind, wie sich aus dem Vorhergehenden er- 
giebt, in der Umgebung von 2=0 eindeutige und stetige Funclionen, die für 
z—=0 den Werth 1 annehmen; dieselben sind daher in convergente Reihen 


von der Form 


u‘ = = ER, t Mr f . 2 
(2) =1+9,2c+9%xX or E,l2) = 1+0,2+%r e.. 


J 


entwickelbar. Man erhält auf diese Weise 
w = z"E,;,(z) JAası E, (x) dx +-Const. - 


In dem Falle, dass 5 keine ganze Zahl, und deshalb A gleich Null 
ist, wird 








w = Const. 2” 1+09,2+092°-+..!, 
» I PER, TOWEE I n—h min 
« \ x a Ö c 0,7 ! 
wdx = Gonst. Hy“ u. Terc meung  u Me 
S A in --5- N 32a —b ) 


Der letztere Ausdruck ist frei von logarithmischen Gliedern. weil in der Ent- 


—! nicht vorkommt. Die willkürliche Constante 


wicklung von ® die Potenz x 
nehme man gleich 1-2» —b, damit die Anfangspotenz den Coeffieienten 1 hat. 
Durch die Multiplication mit y,=x"*"Z, tritt die Potenz x”! vor die Klammer, 
und es ergiebt sich das gesuchte particuläre Integral von (9.) in Gestalt der 
convergenten Reihe 

0, = 14 Ka+ Kat}. 


Es existirt nur ein einziges Integral von dieser Form. da das andere parti- 
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culäre Integral von (9.), y, = a" 11-0, r-+--- . irrational ist. Die Function 
Q,'x) ist also für ein nicht ganzzahliges 5 durch die Gleichungen (9.) und 
10.) in eindeutiger Weise definirt. 

\Wenn dagegen b eine positive ganze Zahl ist. so enthält © im All- 
gemeinen die Potenz 27’. so dass durch die Integration von «= ein Summandus 
Const.logr eingeführt wird. Es handelt sich nun darum. A und y in der 
Gleichung 11.) so zu wählen. dass der Coefficient der Potenz x’ in der 
Reihenentwicklung von we gleich Null wird. Dieser Anforderung kann auf 
verschiedene Weise genügt werden: jedoch ergiebt sich A, sobald der Werth 
von y festgesetzt ist. Es soll hier für den allgemeinen Fall eine Bestimmung 
getroffen werden. welche stets zum Ziele führt. wenn auch bei vielen Glei- 
chungen eine andere Wahl der Constanten zweckmässiger ist. Der Exponent 
y soll nämlich gleich a„+b—?2 gesetzt werden. 

Wenn, wie vorhin, die Integrationsconslante gleich 1—22—b genommen 





wird, besteht »w, für 7=»+b5b-—2, aus den zwei Summanden 


1-2n—-b)e”"E,(z) und Ac"E, (a)fe” HE, (z)de. 


Der erstere Summandus enthält die Potenz x’ nur in dem Term (1-2r-b)o;,,,_17”' 


Der zweite Summandus ist: 
—2n—D f j ' \ . Zn- WR ! J In- )— \ 
Ax”” N ALaga"tnr.)de 


\ 1 we, 4 


I 


Armee I. 2n+b 





—— ...r 


ei 
= Az 1+0,02+: 





A 
In +b—1" 
vor. Damit also die Potenz x’ aus dem Ausdruck für » fortfalle, hat 


In demselben kommt die Potenz x”' nur in dem Anfangsgliede 


man zu setzen: 


A 
2n+b—1 


12. = (in+b-1) 0,» Y=n+b-2. 


In der vorstehenden Rechnung ist der Fall. wo sowohl 5 als » die kleinst- 


— (1—2n—b, Oz, +51 





möglichen Werthe haben, b=1, n»—=0, auszunehmen, da dann 2»+b—1 ver- 
x”+’”®7Z, identisch, 


schwindet. Indessen wird in diesem Falle Q,(x) mit y, 
welches Integral für b=1. n=0 die Anfangspotenz x”' hat; dies zeigt, dass 
die Gleichung (12.) auch hier gültig bleibt, indem A gleich Null zu nehmen 
ist. Es ist somit die Convergenz der Reihe Q,(x) für b= 1 bewiesen; und 
dass nur eine solche Function Q,(z) = x’ /1+K,2++.-) existirt, folgt un- 
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u 
a - 


mittelbar aus dem Umstand, dass das z weite parlieuläre Integral von 9.) im 
venannlen Falle logarithmisch ist. 

‘s bleibt übrig, die Reihe O, (x) aus dem Ausdruck des »w herzustellen, 
w ist eine convergenlte Reihe mit dem Anfangsgliede I—2n—br"",", in 


welcher die Potenz x" fehlt. Aus 


2 (1—2n —b) ! =" +0,21" 
fı n ri  , 
m AL FE I; 
. Ni 
erhält man durch Multiplieation mit 9, = x"’""{, das der Gleichung ‘11 


genügende particuläre Integral von der Form 
O,(2) = e""ii+K,cs+K,r+-- 


in welchem der Factor I+K,c+K,x°’+:--- eine convergente Reihe ist. 

Die Reihe, als welche O,(x) definirt wurde, ist hiermit in alien Fällen 
als convergent bewiesen. Indessen ist zu bemerken, dass wenn 5b eine po- 
sitive ganze Zahl ist, Q,(x) durch die Gleichungen (10.). 11.,. 12. nicht 
vollständig bestimmt ist, weil das zweite particuläre Integral von '11., eben- 
falls rational ist. Denn die Hinzufügung einer willkürlichen Constante zu 
fr dx giebt einen Summandus 

Const.y, = Const. ce" 1+0,2+G, 2° ++ |. 
durch den die Gestalt der Reihe (10.) nicht geändert wird. Dieser Summandus 
enthält jedoch niemals negative Polenzen von x, mit Ausnahme des besonders 
behandelten Falles b=1. r=0, für welchen die Eindeutigkeit von Q, x 
nachgewiesen wurde. Derjenige Theil der Reihe Q,'x). welcher die nega- 
tiven Potenzen von .r enthält, ist also stets eindeutig bestimmt. und es zeigt 
sich, dass für die folgenden Rechnungen nur dieser von Wichtigkeit ist 

Man bezeichne durch q,(x) die Summe der 2-1 ersten Terme der 
Reihenentwicklung von Q, (x), also: 

(13.) q.(2) = 2" "14 K,e+KR,r2° +. -+K,r 
Dann ist die Function 
0,2) = (+ K, 1 +K,..0+K, sr 


und (10.) eindeutig definirt. während, 


wenn 5b nicht ganzzahlig ist, durch 

falls b eine positive ganze Zahl ist, und daher die Gleichungen  10.), ti 

(12.) zur Anwendung kommen, = Reihe A,,,+4,;;0+:-- eine willkürlich« 
Aber beide Fälle ist bewiesen: 


Constante enthält. für 
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1) dass q,(r) eindeutig bestimmt ist. 
2) dass die Reihe Q,.r, convergent ist. 
Diese Eigenschaften reichen aus. um die Coeffieienten > der nach den Funetionen 
P fortschreitenden Reihen auf die rationalen Funetionen q,\.r) zurückzuführen. 
In Betreif der Constanten A, welche durch die Gleichung |12.) bestimmt 
wurde. möge bemerkt werden. dass man zu dem Werthe derselben auch von 
einem etwas anderen Gesichtspunkte aus gelangt. Selzt man in die Gleichung 
9. die Reihe 2" /K,+K,r-+--- für 0, ein. so erhält man ein lineares 
Gleichungssystem für die Grössen A, und zwar hat, für ein beliebiges v, der 
Coefficient A, in derjenigen Gleichung. welche ihn zuerst enthält und deshalb 
bestimmt, den Factor vr —2n—b+1). Es ist klar, dass wenn b eine posilive 
sanze Zahl ist. dieser Factor für einen Werth von » verschwindet, nämlich 
für v=2»n-+-b—1. Hierdurch bleibt der Coelfieient A,,.,_, willkürlich. und 
die 2n+b-—1‘* Gleichung giebt nunmehr eine weitere Beschränkung für die 
Coeffieienten K,. Kı. ... Ay.:,_.. wodurch diese Grössen im Allgemeinen 


o des Summandus A.” auf 


sämmtlich gleich Null werden. Durch Hinzufügun 
der rechten Seite der Differentialgleichung tritt nun aber A für M,,.,,_, ein 


und wird durch die 2» —+5b—1'° Gleichung bestimmt. Auf diese Weise werden. 


nachdem A, == 1 gesetzt ist, für K,. Aa.... K,,y,_, und A eindeutige Werthe 
sefunden. — Aus diesen Betrachtungen geht ausserdem hervor, dass es nich! 


nothwendig ist, in der Gleichung (11.) grade die Potenz x"'"—” für x’ zu 
setzen, sondern dass im Allgemeinen auch eine niedrigere positive Potenz 
von .r gewählt werden kann. Es kommt nur darauf an. durch Einführung 
von A zu verhindern, dass mehr Bestimmungsgleichungen als Unbekannte 


vorhanden sind. Ein Beispiel hierzu liefern die in den $$. 15—17 behandelten 


7 


specielleren Differentialgleichungen,. in denen man Axr"'’” durch A, respective 
Ar ersetzt und dadurch bewirkt, dass die Funetionen Q, (x) nur negative Po- 
tenzen von .r enthalten. 

$. 7. Man bezeichne, wenn F{x) eine nach steigenden oder nach 
steivenden und fallenden Poltenzen von x entwickelbare Funelion ist. den 


Coeffieienten der Potenz ır ' in dieser Entwicklung durch 


[F(x)]_.- 


Dann bestehen für die Functionen P,(r) und die zugehörigen Ergänzungs- 


funetionen Q,(r). wenn m und » zwei von einander verschiedene, nicht ne- 
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galive 


vanze Zahlen sind. die Gleichungen: 


o 
14) [P.&@)0,(&@)],=0, [P.&@)0.2)] 1 =1. 


Zum Beweise multiplicire man die Differentialgleichung /2.,. durch 


welche P,(r) delinirt wurde, mit O,(r): 
d’P AP 
m m-+b—-1P,0 r 0 40 — t-30.P.. 
l mnxn vn dr‘ i 4 don dr Vn ' 


Nun giebt die Formel 
UdV = d(UV)— VdU 
die Gleichungen 


x, l IA 
7 Q, r = de Ai B (r QJ, - ) 





da ds dx dx da 
RER SEN LCLPTBPELTT 
ade aan, 
so dass man erhält 
m(m+b—1)P,0, = . [2° 0. == -- en P.„+90,P. | 
2 ng 


Da alle Reihenentwicklungen nach steigenden Potenzen von .r in dieser Glei- 
chung convergent sind, so können die Coefficienten der Potenz .r”' auf der 


linken und rechten Seite einander gleich gesetzt werden. Der Ausdruck 





ir. 2’0, ' 
d [2°0. dP„ dizC P,+9g0 P. | 


—— 1 m —— 
de \L dx dx 


enthält die Potenz ı' 


nicht. da er der Differentialquotient einer convergenten 
Potenzreihe ist. Ferner besteht für Q, die Differentialgleichung 
2/m2N N r \ 
a A 0, = n(n- b—-10,+Ar, 
die anwendbar ist, welchen Werth auch m habe. da die Constanten 
Cs -.. von m unabhängig sind. Man gelangt folglich. indem man die oben 
angegebene Bezeichnung für den Coeflieienten von x gebraucht, zu der 


Gleichung: 


m(m+b—1)[P.Q.]_ı = »(a-+b—-N)P.Q. ı+Ala P 
Die Constante A ist für ein nicht ganzzahliges 5 gleich Null; ist O eine po- 
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sitive ganze Zahl. so ist nach der Voraussetzung auch y eine solche, und 
das Product z’P, enthält nur positive Potenzen von r. In beiden Fällen 
ergiebt sich daher A|r’P,„)_,=0. wodurch man zu der Gleichung 


- 


Imm+b—-I\— nn +b—-1N){P,ir)Q0,2))\, = 0 


! 


gelangt. Der Factor mim —-b—Ii—nın+b—1\ wird gleich Null für »= m 
und für „= 1—-m-—b. Die letztere Wurzel kommt jedoch nicht in Betracht, 
da nach der Voraussetzung m und » positive ganze Zahlen oder Null sein 
sollen. und der Fall. dass 5 eine negative ganze Zahl oder Null sei. ausge- 
schlossen wurde. Nur in dem einen Fall. wo d5=1. m=VÖ ist, giebt die 
Zahl 1-m—b einen anwendbaren Werth für z, »=0: dieser stimmt jedoch 
alsdann mit der andern Wurzel »= m überein. Also verschwindet nach den 
hier geltenden Voraussetzungen die Differenz 
m(m+b—1ı—-n(n+b—-1) 

nur für „= m. In Folge dessen giebt die oben erhaltene Gleichung das Re- 
sultat. dass 


P„(2)Q, (x 1 = 0 


L 


ist. sobald m und » von einander verschieden sind. 

Für n=m ist 

P„(x)Q,(2) = z"il+khr+-- | e"1+KcH+-- N, 
woraus. da die rechte Seite die Potenz x’ mit dem Coefficienten 1 enthält, 
unmittelbar die Gleichung 
[P.(x)Q.(@)]_ı = 1 

folgt. 

$. 8. Die Gleichungen (14.) wendet man dazu an, die in $. 2 vor- 
kommenden Coefficienten 3 durch die Functionen Q auszudrücken. Die 
Grössen Pu» Pı= --- P,_ı Waren so bestimmt worden, dass die beliebige, aber 
in der Umgebung von 2=0 eindeutige und stetige Function y(x) im con- 
stanten Glied und in den 7—1 ersten Potenzen von x mit A, P,(z)+""+P, MP. _ı(X) 
übereinstimmte. Die Gleichung 

BP, (2) + +P,P.ı(r) = m tm ct +0, n'+S, 

in welcher S nur höhere Potenzen von x als die 7—1'* enthält, schreibe man 
nun in der Art, dass 


N — / P | 
+0,04. +0,_,8 ii Y (2) — 0,2" — 0,,,0°" — 0. 


vesetzi wird, und multiplieire dieselbe mit Q,(x). In der hierdurch entste- 
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henden Gleichung 


PuP,(2)Q,(2)+P,Pı(2)0,()- -ß,\P.-,(2)0,(a 
plz)Q,(2) +8 —-o,2" — a, ,,2'—.)Q, (x 


selzi man die Coefficienten der Potenz x’ auf der linken und rechten Seite 


einander gleich; » bezeichne eine beliebige der Zahlen 0, 1. 2. ... 7-1. 


Auf der linken Seite kommt, wie aus den Gleichungen (14.) hervorgeht, die 


Potenz x’ allein in dem Produet P,(x)Q@,(x) vor, in welchem sie den Coefli- 


cienten 1 hat. Der Coefficient von 7’ auf der linken Seite der obigen Glei- 


chung ist also gleich %,. Auf der rechten Seite ist der Summandus 


[rei von negaliven Potenzen von x, da Q,(x) auch für den grössten Werth 
des v, v=r—1, keine höhere negalive Potenz als x’ enthält. Unter Anwen- 


cewinnt man 


B 


dung der im vorigen Paragraphen angegebenen Bezeichnung 
daher für die Constante /, die Gleichung: 
> BREPR: r f, N / 
P, = If L) (0, (z)|, ° 
Der grösseren Uebersichtlichkeit halber soll in diesem Ausdruck der 
Buchstabe x durch a ersetzt werden. — Statt der Function ©, kann in der 
letzten Gleichung die rationale Function g, gesetzt werden. Denn nach der 
Definition von g,(x) hat man die Gleichung 
),(®) > g,\t)-+ K,.t+t#&, „c+K,., 3 ir 
Multiplieirt man dieselbe mit y(x=) = o,+0,2 ++. so kommt in dem Ausdruck 
p (®) KaıtK, ntc+K, ee) 


nicht vor, und es folgt [p(z)Q,(z)]_ = [y(x)g,(xX))_,. Da. 


die Potenz x 


wie in $. 6 bewiesen wurde, die Functionen q,(x) stets eindeutig definirt sind. 


) 


so ergeben sich für die Coeffieienten 9 völlig bestimmte Werthe. 
Die gefundene Gleichung 


15.) P,=|yW)OQ,(a)]_ı = [y (u) g, (a)]_ı 
gilt für jeden endlichen Werth von v. Falls also die Function gir) über- 
haupt in eine convergente Reihe von der Form 
plz) = Pol) +PıPılr)+-- in inf. 
entwickelt werden kann, muss es die Reihe 


) 


pa) = EZ [yW)OQ,(W)_ıP,(@) 
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sein. Es bleibt übrig. die Convergenz der letzteren Reihe zu beweisen, zu 
welchem Behufe die Werthe der Coefficienten ‘ya Q,(w)]_, für ein unbegrenz! 
wachsendes » untersucht werden sollen. 

$. 9. Auf die Function g, x) lässt sich fast genau dasselbe Verfahren 





anwenden. durch welches in $. 3 die Ungleichheit 7.) für P,‘x) abgeleitet 
wurde. Man führt die Reihe 
QO,2) = "14 K,0r+.-+K,0"+K,.,0"r'+- 
in die Differentialgleichung .9.). respective (11.) ein, betrachtet aber nur die 
» Coefficienten K,. ... K,. da die Function q,\x) allein diese enthält. Auf 
K,. ... K, bleibt der Term Az’ in 11.) ohne Einfluss. so dass sich aus 
11., dieselben Gleichungen ergeben. wie aus (9.). 
Aus der Differentialgleichung (9. 








’ d’O, r a ) r bu | dO, 
2 _b-Nc+be+brt-] 
dx’ . dx 
+ n+1)n+b—2)+ (co —2b)e+ (Go —3b,)c’ + -)Q, = 0 


folgt die Gleichung 
v(2n+b—-r—1)K, = [b,(n+2—r)+ cı—2b,]K,_ı+ [b.(a+3—r) +0,—3b,]K, +, 


welche zeigt, dass die Constante 5 nur im Nenner, dagegen die Constanten 


b,. br» ... GG —2b,. &—93b,, ... nur im Zähler der für die Grössen K re- 
sultirenden Ausdrücke enthalten sind. Die bei b,. b,. ... vorkommenden 
numerischen Coefficienten »+2—rv, n+3—r, ... sind sämmtlich positiv. da nur 


die Werthe v =» in Betracht gezogen werden. Bezeichnet man ferner den 
reellen Theil von b durch b’, so ist mod. (2»+b'—r—1) — mod. (2r+b—v—1), 
da in ersterer Zahl nur der imaginäre Theil fortgelassen ist; die Zahl » wird, 
da die Untersuchung nur grosse Werthe von n betrifft, grösser als 2-+mod.b 
angenommen, so dass die Zahl »„+5b'—2 positiv ist. 

Man nenne 4, und 4, zwei reelle positive Zahlen, welche die Moduln 
der nach der Voraussetzung convergenten Reihen 

b,+b,2+b,r’+---, 


c—2b, + (c—3b,) 2+ (3 —4b,)c’+--- 


auf einer den Nullpunkt umgebenden Kreisfläche mit dem Radius r übertreffen. 
Ersetzt man dann in der Differentialgleichung der Function Q, die obigen Reihen 
7 d. u r r 
durch —— und ——— und gleichzeitig 5 durch 5b’: so erhält man ein 
T £ 
1- BER. 


r r 
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System von » reellen positiven Coeffieienten K,,. K,. ... K,, welche grösser 
als die Moduln der entsprechenden Coeffieienten K,. X, ... K, sind. Denn 
an Stelle der Constanten b,. bs. ... 1 —?%b,. &—»b,. ... in der obigen 


Gleichung für /, treten reelle positive Zahlen von grösserem absolutem Werthe. 
‚n+b—-2>0 ist, so folgt 2n-+b'—r —1>0, wodurch die 
obige Ungleichheit 2n+b'’—rv —1=_ mod. (2n+b—rv-—-1) wird. Für die Grössen 


| YA 


„ 


und davı.n 


„ welche aus 


‚d’v A x” dv Er ),X 
2 —— —I (b—-42 + —— -} n+1)(n+b—2)+ — ? iv 
dır z I dx m L 
l 1 
r r 


durch Einsetzen der Reihe 
oe = «""11+K,c+--+K,r 
bestimmt werden, ergiebt sich die recurrirende Gleichung: 


rK, (eh, —2)(n —v)+ 2rk +r4,—b' 


1] 

1 
— 
-1- 


u. v(2n+b—v—1 
Ersetzt man sowohl r4,—2 als 2r4,+r4,—b' durch eine grössere reelle po- 
sitive Zahl A, und ferner 2»-+5b'—v—1 durch die kleinere Zahl »—v-—1: so 
entsteht, für v=1, 2, ... rn, die Ungleichheit 














rK, R An—v-1) j u a 
SE 1 e K, en 1+ — 
K,_ı — u’ v ) 
Da K,=1 ist, folgt hieraus 
Ke Kg — AHNGa+2 ee a 
fh. << — —,„ ... K<; 
ie nie aD a ;; A W 
also ist um so mehr für v=1. 2. ...n: 
N: ® +2)..@49) 4 
mod. k, < —— — „7 2 
| r? 
Für den Modul von g,(2) = a”""\1+K,c+---+K,x", ergiebt sich demnach 
die Ungleichheit 
? n 7 N ON / An 
f \ Br ei \ ‚ > A er )(A T ®, ... (A —-) W ! 
mod. q,(z) <w rs ET ee The 


welche verstärkt wird. wenn man in der rechts stehenden Summe die Glieder 
von v=n-+1 bis vr= x hinzufügt. Die unendliche Summe ist aber nach 


) er nn 
dem binomischen Satze gleich (1-) „ so dass die Ungleichheit 
m - 


7 W 
mod. qG. (2)< PT) Yateätihe \ Be ) 
r 
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erhalten wird. Da die Potenz vr für o<Zr ein positiver endlicher, 
von » unabhängiger Werth ist, so kann man eine positive, von z unabhängige 
Constante „I angeben, welche den Werth von (1- =)... auf der den Punkt 
z = (0 umgebenden Kreisfläche, deren Radius kleiner als r ist, übertrifft. Die 
obige Ungleichheit wird daher verstärkt, wenn man die rechte Seite derselben 


dureh Aw! 


ersetzt. Die Betrachtung gilt. nach der in $. 3 angewendeten 
Ausdrucksweise, für die ganze Kreisfläche. deren Mittelpunkt x = 0 und deren 
Radius 9 ist. mit Ausschluss der Peripherie. 


>?2-+mod.b 


Man gewinnt somit das Resultat, dass für mod.e <o und n 

die Ungleichheit 
16.) mod.g,(z) <Aw"" 

besteht, in welcher 1 eine reelle positive. von z» unabhängige Constante 
bedeutet. 

$. 10. Aus der Ungleichheit (16.) ergiebt sich eine andere. welche 
sich auf die Coefficienten bezieht. 

Die Coefficienten 5, für welche die Gleichung (15.) 

B,= [eW) O,W]_ı = ya) g,(W)-. 

gefunden wurde, können als bestimmte Integrale geschrieben werden. *) Man 
bezeichne durch AR eine reelle positive Zahl, welche erstens kleiner als o 
ist und zweitens die Eigenschaft hat, dass auch die Function p(x) aul der 
Kreisfläche mit dem Mittelpunkt = 0 und dem Radius A eindeutig und stetig 
ist. Ferner sei M eine reelle positive Constante, welche grösser ist als der 





Werth des Moduls von p(x) in irgend einem Punkte dieser Kreisfläche. Dann 
werde das Product g(u)g,(u),. welches gleich einer convergenten Reihe 
N BE nn: WE 


0 1 | N $ AT a Tr N 
EZ re + N,ı+N,pu+ 
„+ Th en dl 








ist. nach « längs derjenigen Kreislinie integrirt. welche R zum Radius und 
den Punkt „=0 zum Mittelpunkt hat. Die Richtung, in welcher der Kreis 
durchlaufen wird. sei die positive. Seizt man a=Re”, du = Rie”d$, so 
hat die Variable 9 die reellen Werthe von O bis 27 zu durchlaufen, und 
das betrachtete Integral ist: 


Rif yp(Re®‘) q,(Re”')e”'d9. 


0” 


*, Man vergleiche in der Schrift des Herrn ©. Neumann ‚Theorie der Besselschen 
Funetionen“ (Leipzig, 1867) die analogen Entwicklungen für die Kugelfunctionen und 
die Besselschen Functionen ($. 3 und $. 9 der erwähnten Schritt). 
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Die unbestimmte Integration der obigen Reihe giebt andererseits den Ausdruck 


N N N u | , 
Fi... SR . Eee +N,logs+N,..ıu+---. 
va’ (v—1)w u 


welcher bis auf das eine Glied N,logu eindeutig ist. Bei der zum Aus- 
sangspunkt zurückkehrenden Integration fallen deshalb sämmtliche Glieder 'der 
Reihe fort, mit Ausnahme jenes einen. welches 2niN, liefert, so dass das 
veschlossene Integral gleich 2riN, gelunden wird. Auf diese Weise erhält 
man, da N, nach der eingeführten Bezeichnung mit |giu,g, u, ,_, identisch 


ist, die Gleichung 


a 5 ü R Pr f hi 4 4 
[y(u)g,(u)]_ı = = / g(Re")g,(Re", e" ds. 


Nun wird der Modul einer Summe vergrössert, wenn jeder einzelne 
Summandus durch eine reelle positive Zahl. die seinen Modul übersteigt. er- 
setzt wird; dasselbe gilt von dem bestimmten Integral. als der Grenze einer 
Summe. Der Modul von g(Re”') ist aber zufolge von /16.) für alle Werthe 


von 9 kleiner als AR", der Modul von y{Re”‘) nach der Voraussetzung 


9 
kleiner als M, und mod.e” =1. Ersetzt man daher jedes der Elemente des 
Integrals durch MAR”’"'"d9, so erhält man ein Integral von ausschliesslich 


reellen positiven Elementen, welches grösser als der Modul des früheren ist. 
Es ergiebt sich folglich, für v > 2+mod.b, die Ungleichheit 





mod. [p (u) O,(W)]-ı < MARS 49 


« 


oder 
17.)  mod.[y(u)Q, (wa), <MAR”. 


Diese Ungleichheit liefert, da die Constanten M, -f, R von vr unab- 


hängig sind, die zum Convergenzbeweis erforderliche Grenzbestimmung 
Bevor jedoch zum Convergenzbeweis selbst übergegangen wird, soll ein Fall 
der Differentialgleichung (2.),. welcher im Vorhergehenden ausgeschlossen 
wurde, nachträglich behandelt werden. 

$. 11. Es wurde bei den bisherigen Untersuchungen überall voraus- 
geselzt, dass in der Differentialeleichung des P, x) die Constante 5 oder 
[e’g(x)], „ weder eine negative ganze Zahl noch Null sei. Von dieser Be- 
schränkung kann in gewissen Fällen abgesehen werden, nämlich dann, wenn 


g(x) eine ungrade, h(x) eine grade Function von x, und die Constante 
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eine grade Zahl ist. Die Ergänzungsfunctionen Q werden in diesem Falle 
durch die Gleichungen (9.) und /10.) definirt. 

Wenn g(r) eine ungrade. h(x) eine grade Function bedeutet, ist in der 
Diiferentialgleichung (4.). welche aus (2.) durch die Substitution P,|x=) = x” ı 


p» an . 2» 
hervorgeht. der Coefficient von ar eine grade. und der Coelfficient von 
dx u j 


eine ungrade Function von ©. Durch die Substitution @’=S erhält diese 
Differentialgleichung dann die Form: 


1) 


. d’n 


> 


 ,b-1 


de (m 3 


—._ . 


eh 4 | 4 








| eg 


re re er te 


Die Coefficienten sind eindeutige Functionen von S, und da 5b als grade, also 
b—+1 


tution der vorliegende Fall auf den. wo 5b nicht ganzzahlig ist, zurückgeführt. 





als gebrochen vorausgesetzt ist. so ist durch die angewendete Substi- 


Der die Gleichung (5.) betreffende Satz und alle Schlüsse der Paragraphen 3—5 
sind daher direct übertragbar. mit einer unerheblichen Modification des Be- 
weises von \7.). — Ebenso wird die in $. 6 für { erhaltene Differential- 
gleichung durch 2 —=S auf den Fall eines nicht ganzzahligen 5b redueir!. 
woraus die Anwendbarkeit der für Q,(x) abgeleiteten Sätze folgt. 
Endlich gilt auch die Formel /14.) 
Pa2)Q, (2) =, [Pa(z)Q, (2) =1. 
Man erhält, wie in $. 7, mit Hülfe der Differentialgleichungen (2.) und (9. 
die Gleichung 
‚mm +b—1)—n'n+b-1}!P,x)Q,(X))_\ > d. 
aus welcher [P,(2)0,(z)]l_,=0 folgt. falls nicht 
mim+b—1)—n'n+b—1) = 0 
ist. Von letzterer Gleichung hat man indessen hier nicht allein die Wurzel 
»— m, sondern auch die Wurzel „= 1—m-—b zu berücksichtigen. da b eine 
negative ganze Zahl. also 1—m—b für kleine Werthe von m eine posilive 
ganze Zahl ist. Es ist deshalb noch zu beweisen. dass in dem Product 


P.„x,0,_„_,(r) die Potenz x’ nicht vorkommt. Aus den Differentialglei- 


« r 


chungen /2., und /9.) folgt aber, dass die Reihen 
I+kh,cs+k,x2°+--, 1+Kscs+K,r+-- 


im vorliegenden Fall nur grade Potenzen von x enthalten. wodurch das 


Product P,(xz)Q,_„_,|x) gleich 


a Ike +khe+ IH Keith,’ + 


+ 
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wird. Da b als grade vorausgesetzt ist. so kommen in dem letzteren Product 


nur grade Potenzen von x vor, wodurch auch für »=1—m—b die Gleichung 
ra) Qlz)l, = 0 
MM) 


bewiesen ist. Die Coeflicienten 5 werden in Folge dessen auch hier durch 


m 


die Gleichung (15.) bestimmt. 

Es wurde oben nachgewiesen, dass wenn g(xz) eine ungrade. hi) 
eine grade Function, und b eine grade ganze Zahl ist. dieselben Belrach- 
tungen anwendbar sind wie im Falle eines nicht ganzzahligen b. Abgesehen 
von der erzielten Erweiterung der Sätze auf negalive ganzzahlige Werthe von 
b, gelangt man hierdurch zu dem Resultat, dass wenn g(x) eine ungrade, 
h(xz) eine grade Function. und b eine positive grade Zahl ist. die Diffe- 
rentialgleichung der Function Q,(x) sich auf die homogene Gleichung (9. redueirt. 
In der That ergiebt sich die Constante A in der Gleichung (11.) dann immer 


gleich Null. da das allgemeine Integral von (9.) frei von Logarithmen ist. 


Absehnitt II. 
Convergenzbeweis; Ausdehnung der "Theorie auf Reihen mit nicht 
kreisförmigem Gonvergenzgebiet. 
$. 12. Die unendliche Summe 
Ip (a) O1 Pol) + [plau) Qı(w))_ı Pilz) +) Ola) _,Pıiai+-- in inf.. 


deren Convergenz zu beweisen ist, zerlege man in die zwei Theile 


v—t—1l v—% 


Ss [p(u)O,(u))_,P,&)+ 3 T[o(wW)O,(W_,P,(z. 
v—U u an ‚ . A; x) J—1 3 


indem man durch 7 eine endliche ganze Zahl bezeichnet. Dann lässt sich 


mit Hülfe der im Vorhergehenden abgeleiteten Ungleichheiten leicht zeigen. 
v FT. 

dass die Restsumme Z/y WO, (w)]_,P,(x) beliebig klein gemacht werden 
v—ı1 

kann, wenn für r eine genügend grosse Zahl gesetzt wird. 


Nach der Definition von AR ist auf der Kreisfläche mit dem Mittel- 
punkt z=0( und dem Radius R sowohl die Reihe 


> 


pr) = Wr MET: 
als die Reihe 
kt... 


P,(&) = arii+ka} 
convergent. Bezeichnet » eine posilive ganze Zahl, die grösser als 2+-mod.b 
ist, so wurde einerseits für alle Punkte dieser Kreislläche die Ungleichheit \7 
mod. P, (a) < Lo’, 
Journal für Mathematik Bd. LXXIV. Heft 4. 44 
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andererseits die Ungleichheit (17. 
mod. [y (W Q,(@)_, << MAR 





bewiesen. wo « den Modul von x, und ZL, -f, M drei von v unabhängige 
reelle positive Constanten bedeuten. 

Die Zahl 7 werde grösser als 2--mod.b angenommen: dann sind die 
genannten Ungleichheiten auf jeden Term der Restsumme anwendbar. Wird 


> x 


also in der Summe Ey (WO, (wi )_,P,ix) die Function P,(.x) überall durch 
Ki a J 


Low, und der Coefficient [y(w)Q,\a)]_, durch M.I{R”’ ersetzt: so entsteht 


eine aus reellen positiven Gliedern bestehende Summe, die grösser als der 


Modul von EZ |yıw)Q,(w)]_,P,ix) ist. Aus der Ungleichheit 
v=% 


’ L 
mod. 2 [ya Q,()) P,\@e) < ELMAR” w 
> T ’ I 


ergiebt sich aber, da die Constanien Z, M, .T von » unabhängig sind, und 


x AT ae 1 FaV { 
ar =() (rt et =(n) er 
= 
R 
ist. die folgende: 


(18. mod. >53 f (4) 0, (U N P, (IT) 4 INA(2) 1 . 


u) 

a} 

R 

’ a EN, u R ’ ’ - ; 
Die Potenz m, Fa für »<ZR eine mit wachsendem 7 beliebig klein werdende 
Grösse, während ta RE endlichen Werth hat. Der Modul der auf der 


a 


linken Seite von (18.) stehenden Summe ist folglich, sobald man für 7 eine 
hinreichend grosse endliche Zahl wählt, kleiner als jede noch so kleine an- 
gebbare Grösse, womit die Convergenz der Reihe 


» I 
2 |(yW)Q,(W)_,P,(&) 


va 
bewiesen ist. 

Der Werth der Reihe ergiebt sich, gemäss den in $. 8 angestellten 
Rechnungen. gleich y(z). Da dieselbe für » <R eindeutig und endlich ist, 
so kann sie in eine convergente Potenzreihe 

’ 7 


PR: 'y Mm) V, ( u)|_, P, [} — 7 r 0,7 (1, 


’ 
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entwickelt werden. Nun wurde in $. 8 gezeigt, dass die aus » Gliedern be- 


stehende Summe 


’ l l 


- rp(n)O,(u])_,P,(x 


in dem constanten Gliede und den Coelflicienten der 7 -1 ersten Potenzen von 


x mit der Function (x) übereinstimmt. Die Restsumme E[yınO, (wm) ‚P,'x 


’ 14 
enthält, wie aus der Definition der Funetionen P folgt. nur höhere Potenzen 


» FT 


'. Also sind auch in der unendlichen Summe & [y(mO,(w\_,P.\z 


von als x‘ 


die erwähnten 7 Coefficienten mit denen von gr) identisch. und man hat 
die Gleichungen: 
wu Du th 


Fe Ü,—1: 


Da aber diese Gleichungen bestehen. während 7 eine ganz beliebige endliche 
Zahl bedeutet, so ist die Identität der beiden convergenten Reihen 
Gy +0, C+0,2°-+ ++ in inf. 
und 
RR +0,27 +%r2° ++. in inf. 
bewiesen. 

Man erhält auf diese Weise für die beliebige Function g\x., wenn sie 
nur auf einem den Punkt 2=0 einschliessenden Flächenstück der x- Ebene 
eindeutig und stetig ist, die convergente, nach den Functionen P fortschreitende 
Entwicklung: 


) I 
| BL ne 
(19) la) = EZ [yolu)O,(w)]_,P,le). 


— ——_ 


Die in der Definitionsgleichung (2.) vorkommenden Constanten 5, b,. 


bleiben beliebig, bis auf die in $. 1 angegebenen Beschränkungen. 


Die Reihen x” 1+A,02-+---!, als welche die Functionen Pr‘ def 
sind. convergiren für mod.r <_o, wo o den Abstand des Punktes r—=0 von 
nächstgelegenen singulären Punkte der Dillferentialgleichung 2.) beze 
Wenn nun innerhalb der den Punkt r = 0 umgebenden Kreistläche 
Radius o, jedoch abgesehen von der Peripherie, die Funetion re) irgendwo 
aufhört, eindeutig und stetig zu sein: so fallt das Conrergenzgebiet der Be 


(19.) genau mit dem der Potenzreihe 
yım) A, rat,2 ro 


zusammen. In $.5 wurde gezeigt, dass das Convergenzgebiel der heine 1). , 


44" 
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wie bei den Potenzreihen. ein Kreis mit dem Mittelpunkt x = 0 ist. 
Dieser Kreis kann aber einerseits nicht grösser als der Convergenzkreis von 
06,0, C+- Mr —+--- sein. da bei der letzteren Reihe die Divergenz nur dann 
eintritt. wenn g ix) unsietig oder mehrdeutig wird. Derselbe kann anderer- 
seits auch nicht kleiner als jener sein. da durch die Ungleichheit (18.) die 
für die Convergenz von &,+@,2+0,2°—+ ++ erforderliche Einschränkung des 
Moduls von x, nämlich © <Z R, genau auf die Reihe (19.) übertragen wird. 

Ist die Potenzreihe yırı= m, +0a,7+ 0,2 —+:-- für dasselbe Gebiet oder 
für ein noch grösseres convergent. wie die Reihen P,(r) = r"”  I+-k,r++-!, 
so ist die Gültigkeit der Entwicklung (19.) für die ganze Kreisfläche mit dem 
Mittelpunkt r= 0 und dem Radius 9, jedoch mit Ausschluss der Peripherie, 
bewiesen. 

In dem Falle. dass in der Diflerentialgleichung (2.) die Functionen 
gıxz) und k(x) für alle endlichen Werthe von x eindeutig und stetig bleiben, 
ist jede beliebige Function von x stets auf genau demselben Flächengebiete 
nach diesen Functionen P entwickelbar, wie sie nach positiven ganzen Po- 
tenzen von x entwickelt werden kann. 

$. 13. Die in den vorstehenden Rechnungen erhaltenen Resultate 
lassen sich mit Hülfe einer Substitution erheblich verallgemeinern. Die Dif- 
ferentialgleichung (2.) giebt diejenigen Functionen Pix). welche sich den 
Potenzen von x am nächsten anschliessen. in der Art. dass die nach ihnen 
fortschreitenden Reihen ein kreisförmig begrenztes Convergenzgebiet haben. 
Im Folgenden soll nun eine Differentialgleichung betrachtet werden. welche 
sich von (2.) darin unterscheidet. dass als Coefficient der höchsten Ableitung 
nicht z°. sondern eine beliebige mit x beginnende Potenzreihe, a’ +a, 2 +a,0’+-, 
steht. Durch diese Differentialgleichung wird eine neue Gattung von Functionen 
Piz, delinirt. nach denen sich ebenfalls jede in der Umgebung von r = 
eindeutige und stetige Function g(x) entwickeln lässt; jedoch ist die Grenze 
des Convergenzgebietes nicht mehr ein Kreis, sondern eine andere, in jedem 
einzelnen Fall direct bestimmbare Curve. Diese letzteren Functionen P(r) 
werden durch Einführung einer andern unabhängigen Variablen auf die bisher 
betrachteten redueirt. 

Man definirt die allgemeinere Function P, (x, durch die Differentialgleichung 


d ’ P, dP,, f | \ 
a tge) H-h(z)P,„ = m'm+b-—1)P,; 
UL 


20.) fix 


dz 


in welcher durch fx) eine convergente Reihe 
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fix) = (l+ac+a,2°-+---), 


und durch g(z) und h(xz), wie bisher. die Reihen (1.) bezeichnet werden. 
Die Constanten a,, «,, ... werden ebenfalls als unabhängig von m voraus- 
vesetzt, sind aber sonst beliebie. 


Man führe statt x eine Variable & ein. welche man durch die Gleichung 


(dE Ix (-— 
(21.) De et 
En f(x) 
bestimmt, indem man für die Quadratwurzel das positive Vorzeichen fesisetzt 
Lu .27" dE 5 ’ i 
bezeichnet man . kurz durch z, so ergiebt sich: 
- 
dP,, dP, AP, £ 
0 £ : 
da de dE fix 
ap. dp E , dP, dy 


de? dE’ f(«) de d£ F 


Die Differentialeleichung (20.) verwandelt sich hierdurch in die Gleichung 


er if. d; E 
(22.) Be a (fo) +9(2))7 th z)P, = mim-+b—-ij\P 


von der gezeigt werden soll, dass sie die nämliche Form in Bezug auf = 


hat, wie die Differentialgleichung (2.) in Bezug auf x. Es sind zu diesem 


’ cn dP, ’ is h 
Behuf die Coeffieienten von IE und P, in (22.\ als Functionen von = her- 
zustellen. 

Die convergente Reihe &” f(x) = 1+a,2+a,0°—+--- ist innerhalb eines 


veissen endlichen Abstandes vom Punkte z= 0 von Null verschieden. so 
dass auf einem den Punkt z=0 umgebenden Flächenstück der Quotien! 
! HH 
———- gleich einer convergenten Reihe 1-40 +mxr —--- ge- 
ylras+a,r+- 
setzt werden kann. Auf diese Weise erhält man, indem man bestimmt, dass 








die Integrationsconstante gleich Null genommen werden soll, die Gleichung 
dx 'i4+ar+a,r’+--- 
— : f ——:——- dre=loegr+tar+tiar+--, 
Yfi®) 5 

und daher nach (21.) 





Innerhalb des angeführten Gebietes ist somit S eine eindeutige stetige Function 
von x. Für £=0 ist 5=0; und ebenso entspricht dem Werthe SU nur 


der Werth 2=0, da die Reihe ar-+4a,0 + - auf dem betrachteten Flächen- 
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stück nicht unendlich, also die Exponentialfunction nicht gleich Null ist. Setzi 
man den erhaltenen Werth von S in die Gleichung (21.) 





5 


dx Yf(z) zyl+ar+a,r- 


dz 








2 
In 


ein. so hat man 





dx 


dE 


Lu —axc— la x”- 
_ yl+ar+ax “>... ' u. 





Da aber die rechte Seite dieser Gleichung in der Umgebung des Punktes 
x —=0 stetig und eindeutig ist, so ist nach dem bekannten, an die Taylorsche 
Reihe anknüpfenden Satze von Cauchy auch x daselbst eine eindeutige und 
stetige Function von S, welche durch eine convergente, nach positiven Po- 
tenzen von S fortschreitende Reihe dargestellt wird. Das Anfangsglied der 
letzteren ist die erste Potenz von S mit dem Coefficienten 1; denn z 
> 


der obigen Gleichung gemäss. den Werth I an, wenn S, und daher auch «, 


nimmt, 


sleich OÖ wird. Somit ist x einer convergenten Reihe 


2 = Sjl4a/s5taj® +.) 


gleichzusetzen. 
Den erhaltenen Werth von z führt man in die Coeffiecienten der Glei- 


ai m, u me : - 
chung (22.). (eo) ze +g(2))z und h(x). ein. Die Functionen f(x). g(&). 


hixz) sind nach der Voraussetzung auf einem endlichen Gebiet in der Um- 
gebung von z= stelige und eindeutige Functionen von x. Diesem Gebiete 
in der ze-Ebene entspricht in der s-Ebene ein den Punkt <=0 enthaltendes 
Flächenstück,. dessen Begrenzung überall einen endlichen Abstand vom Punkt 
<=0) hat. Die Functionen fir). gr). k(xz) sind daher in der Umgebung 
von <= eindeutige und stetige Funclionen von <, die in convergente, nach 


positiven Potenzen von S fortschreitende Reihen entwickelt werden können. 
d£ 


Eine ebensolche Function ist „= —. da 
"me 
dz ’ E | | I--Fa,c+a,r’+-- 
— = — = —(l+40+092° +.) = oo — 
dx ‚fx E 1--a\&-+a)®+--- 


ist. und dasselbe gilt folglich von dem Differentialquotienten -. Die An- 


langspotenzen der Entwicklungen von f(x). gix),. hıxz) nach Potenzen von Ss 


haben. da x = <(l+a,<+---) gefunden wurde, dieselben Coeffieienten. wie 


die Anfangspotenzen der entsprechenden Entwicklungen nach x: die Function 
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N [3 ” 2] . Im . „ . dE . ” 
f(x) beginnt mit 5, g(x) mit bS. Die Function 7 = 7, Nimmt, wie aus dem 
. ß dL 


obigen Ausdruck folgt, für <=0 den Werth I an. Auf diese Weise ergieb! 


* .. . d; 4 u D . “ 
sich für den Ausdruck (a) +g(r )% eine convergente Reihe von der Form 
. d: « / w J 

b+bö+bsä+t-: 


die Entwicklung von Ak(x) werde durch e,<+0,S°’+--- bezeichnet. Die Con- 
stanten b, bi. bi2 ... €, ©» ».. sind sämmtlich von m unabhängig. Die 
Dilferentialgleichung (22.) wird hierdurch 
A, r a dP,, 
S +bs5+b5 +) 


dE” d£ 


Hos+c@+--)P„ = m(m+b-1)P,, 


m 


und hat somit, wie behauptet wurde, in Bezug auf < genau dieselbe Gestalt. 


wie die Differentialgleichung (2.) in Bezug auf x. — Die Funetionen P,, 
welche in ihrer Entwicklung nach 5 die Form <”!I1+-AkS+h,S° ++. haben. 


behalten die nämliche Form auch für die Entwicklung nach x, so dass zur 
vollständigen Bestimmung der die Gleichung (20.) befriedigenden Funetion 
P,„ die Bedingung (3.) 

P„(2) = &" 1+khc+ka+--) 
hinzutritt. 

Durch den geführten Nachweis übertragen sich alle Schlussfolgerungen, 
zu denen die Differentialgleichung (2.) Veranlassung gab. unmittelbar auf die 
allgemeineren, durch die Gleichung (20.) definirten Functionen P, wenn man 
dieselben als Functionen von S auffasst. Jede in der Umgebung von 2 = 0 
eindeutige und stelige Function y(.x) lässt sich folglich nach diesen Functionen 
in eine convergente Reihe %,P,(z)+P,Pı(@)+/%P;(x)+:-- entwickeln. und 
die Begrenzung des Convergenzgebietes der letzteren Reihe ist in der <-Ebene 
ein Kreis. Um das Convergenzgebiet derselben in der „-Ebene zu finden, 
hat man nur festzustellen, welche Curve in der x-Ebene einem Kreise in der 
S-Ebene entspricht. Setzt man r=s-+i, S=0-+ir, wos, #, 0, r reelle 
(srössen bedeuten. so hat man einerseits in der Gleichung (21.) Reelles und 
Imaginäres zu trennen, andererseits 0 +7 constant zu nehmen: aus den drei 
Gleichungen erhält man, nach Elimination von o und 7, eine Gleichung zwischen 
s und {. Die Curve, welche das Convergenrgebiet der Reihe 3, Pac )+ 9, Pix 
in der x-Ebene begrenzt, wird also durch die Gleichungen 


(PWwimm s \2_) 
(23.) \o+ir = (s Hi)" TÜTE TH 


o+r = Üonst. 
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bestimmt. Dieselbe hängt ausschliesslich von der Function f(x), dem Coeffi- 
cienten der höchsten Ableitung in (20.). ab. 

Für die Bestimmung der Coefficienten 3 ist hier ebenfalls die im 
„weiten Abschnitt angegebene Methode anwendbar. Man definirt die Ergän- 
zungsfunetion Q,(x) durch die Differentialgleichung 


„ai Mt Bi; | (0 

24.) —(f(a — —(g(x2)0,)-+ nn —1 =; 

24.) af) Q,) 2 (g(2)Q,)+ (hi) —nın+b—-1))Q, har, 
indem man gleichzeitig die Bedingung stellt, dass Q,(x) durch eine conver- 


gente Reihe von der Form 
Q,() = a il4+Ka+RKr +) 

darstellbar sei. Die rechte Seite von (24.) ist gleich Null zu nehmen, wenn 
b nicht ganzzahlig ist, dagegen gleich Az’, wenn b eine positive ganze 
Zahl ist. 

Es ist leicht zu sehen, dass auf (20.) und (24.) genau die Schlüsse 
des $. 7 anwendbar sind, wodurch die Gleichungen (14.) 

QM =0.  [Pu(@)Qn@)]-ı = 1 

erhalten wurden. Es bleibt nur übrig. zu zeigen, dass derartige convergente 
Reihen Q, (2) = e""}1+K,2-+:--} stels existiren. Dieser Beweis ist jedoch 
schon durch den $. 6 gegeben. Denn lässt man die Bedingung, dass die Con- 
stanten 5b, Dis - -. €» &» ... nicht von m abhängig sein dürfen, ausser Be- 
tracht, so sind die für P und Q gegebenen Gleichungen (20.) und (24.) nicht 
allgemeiner als die früheren Definitionsgleichungen (2.) und (9.), respective 
(11.), und nehmen durch Division mit 2”’f(x) = 1+a,2+4,2°-+--- die Gestalt 
der letzteren an. Die Forderung. dass jene Constanten von m unabhängig 
seien. ist für den Convergenzbeweis der Reihe %,P,(2)+P,Pı(x)+: von 
Wichtigkeit, der hier bereits gegeben ist. Bei den übrigen Fragen kann man 
die Schlussfolgerungen direct auf die Gleichungen (20.) und (24.) übertragen. 
Dies gilt namentlich von dem Beweise der Existenz des particulären Integrals 


0,2) = ac '14+-K,2 +. da bei demselben die Frage, ob die Constanten 
b, bi» --- Cs ©» ... von m abhängig sind oder nicht, gar nicht in Betracht 


kommt. Auf diese Weise sind die Gleichungen (14.) auch für den vorliegenden 
Fall bewiesen, woraus die Bestimmung der Coefficienten 7 mittelst der Glei- 
chung (15.) folgt. Hierdurch gelangt man dann zu dem Resultat: dass die 
s die Functionen ? und Q durch (20.) 


mn 


Formel (19.) auch für den Fall, da 
und (24.) definirt sind, gültig ist. 
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$. 14. In gewissen Fällen ist die Dilferentialgleichung der Ergänzungs- 
funetion Q,(x) mit der von P,„(x) identisch. Damit dies eintrete, muss 


df(a 


g\T) 
I En 
sein, wodurch die homogene Gleichung (24.) 


d’ On Mr dO,. 


fix) — Be -(2f (2) —yg(®)) _ + fg (2) —m(m+b-1))O 0 
in die Gleichung (20.) für die Funetion P,(x) übergeht. 
Zu dieser Bedingung treten noch andere. Es war firi=.r ar 
ga) = br} b,2°-+--» gesetzt worden, so dass, wenn man g(x) gleich fir 
annimmt, die Constante b gleich 2 wird. Sobald aber b eine positive ganze ' 


Zahl bedeutet, ist die rechte Seite von (24.) nicht gleich Null, sondern gleich 
Az’ zu nehmen. Die verlangte Uebereinstiimmung der Gleichungen (20.) und 
(24.) kann also nur dann stattfinden. wenn die Constante A gleich Null wird. 

Nun wurde am Schluss des $. 11 gezeigt. dass die in der Gleichung 
(11.) vorkommende Constante A immer verschwindet. wenn gy(.r) eine un- 
grade, Air) eine grade Function, und b eine grade Zahl bedeutet, weil dieser 
Fall auf den eines nicht ganzzahligen b redueirbar ist. Dieselben Betrach- 
tungen sind auf die allgemeinere Gleichung (24.) anwendbar. wenn man 
letztere durch @” f(x) dividirt, wie am Schluss des vorigen Paragraphen näher 
ausgeführt wurde. Da g(x) gleich f(x) gesetzt worden ist, muss fix) eine 
grade Function sein, damit g(x) eine ungrade sei. Ist ausserdem hir) eine 
grade Funclion von x, so sind die oben eitirten Bedingungen erfüllt. und man 
erhält für P,(x) und Q,(r) die gemeinsame Differentialgleichung 





d’ı dı 
f(x) Y +f(: N) +he)y = m(m-+1)y, 
dx’ 
in der man die zwei ersien Terme in —(foG r)- ) zusammenfassen kann. 
(dc 


Definirt man also die Function P,,(.r) Bu die Differentialgleichung 








ee = 
(25.) — (fie) =) + h(z)P„ = m(m+1)P,. 
in welcher f(x) und h(xz) zwei di, convergente Reihen von der Form 
fi) = (im r’+a,r"+---),. 
h(z) = sr’ +0," +02°+--- 


bezeichnen, so ist die Ergänzungsfunction Q,(x) ein zweites parliculäres In- 


tegral dieser Differentialgleichung. Von den beiden Functionen Pr) und 
Journal für Mathematik Bd. 1.XXIV. Heft 4. 45 
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(4, 0) enthält stets die eine nur grade, die andere nur ungrade Potenzen von 
v, entsprechend dem Umstande. dass die Gleichung (25.) sich bei einem 
Zeichenwechsel von .x nicht ändert. Es ist also: 

P.)=ri+r keit +), O,(le)= et ir, tKatrt- 
Die Integrale der Gleichung ı25.) sind in den erwähnten Eigenschaften den 
hugelfunetionen erster und zweiter Art analog. Es möge bemerkt werden. 
dass die Differentialgleichung der Kugelfunctionen 


d | 2 dy | = 
rakl ii ZT mim +ly 
| 


durch die Substitution = —. y=.rY in eine Gleichung übergeht. welche 
Ze - | 
mit der Gleichung (25.) für fir) = r’—.r*, hir) = — 2.r” identisch ist. 


Absehnitt IV. 
| 


i—r 





Speciellere Gleichungen; Ausdruck für 


n 


wickelte Theorie sollen zwei specielle Differentialgleichungen behandelt werden, 
in denen die Coeffieienten Binome sind. Man betrachtet die Differential- 


$. 15. Als Beispiel für die in den vorstehenden Abschnitten ent- 











gleichungen 
- y d’P. a a Y dP.. n r F x 
26. 2’+ a2”) —-+(bz+b,2”—"+cıP, = m(m+b—-1)P,, 
dx dx ’ 
Bun n . d’P. 2 dP, r ,) 
27.) (tar) -+(b2-+b,2’) —-+crHP, = mm+b-1)P,, 
dx’ dx 


welche insofern zwei besonders einfache Fälle der Differentialgleichung (2.) 
darstellen, als die recurrirenden Gleichungen zwischen den Coefficienten %, 
respective K, nur je zwei dieser Grössen enthalten. Die Constanten «a, b,, € 
sind ganz beliebig; die Constante 5b ist der Einschränkung unterworfen, dass 
sie weder eine negative ganze Zahl noch Null sein darf. 

Die Function Q,(rz) wurde, wenn b eine positive ganze Zahl war, in 
$.6 durch die nicht homogene Differentialgleichung (11.) definirt, in welcher 
der Summandus Ar’ so zu bestimmen war, dass das allgemeine Integral von 
I1., keine Logarithmen enthielt. Der Exponent 7 wurde in $. 6 gleich 
n—b—?2 gesetzt, jedoch wurde_gleichzeitig ausgeführt. dass für viele Glei- 
chungen die Wahl einer niedrigeren Potenz von x zweckmässiger sei. Auf 
Letzteres soll bei den vorliegenden beiden Beispielen näher eingegangen 
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werden; der Exponent 7 wird theils gleich O0. theils gleich 1 genomme:ı 
wodurch es gelingt, für O,(r) eine ganze rationale Function von -——- zu er- 
halten. Die Einführung der nicht homogenen Differentialgleichung 11. für 

bezoe sich auf den Fall eines sanzzahligsen b: indessen gelten die folrenden 


Entwicklungen auch ebenso für gebrochene und complexe Werthe ı 
Durch die für A.r’ getroffene Wahl erhalten die dureh 26.) und 2 


nirten Funclionen P und ihre Ergänzungsfunctionen O die Eigenschaft. dass 


_ 


u 4 1 
37,2) 0,( 
u f LI 


ist. woraus sich eine Bestätigung der Formel (19., ergiebt. 
Man definire die zu (26.) gehörige Ergänzungsfunction Or durch 


die Differentialgleichung 


m... E _ 
(28) —— [(z’+ar’)Q,] — bz+b,2’\01+ecr0. = n(n+-b-1:ı0 1. 
dr‘ b dx " x x x 
und die zu (27.) gehörige durch 
d’ ; . de . R 
- (2? +art\01— —I(br+hb,rPiO0 1er lt 
\a| | 2 A 7a | E)Y,]|rcerV 
(29.) ( | 
ö wenn 2 unzrade. 
— n(n+5b-1)0,+! , 
'A x wenn n gerade. 


Durch passende Bestimmung der Constanten A, A, A” redueirt sich die Reihe 
0,(x) auf die ersten a+1 Terme. 

Zur Ermittlung der Werthe von 4,. Ä;. ... K,. K.. ... führt man in 
die Differentialgleichungen (26.) und (28.). respective 27.) und 29, die 
Reiben für P,(z) und O,(r) ein. Um die ÜCoefficienten und K für die ver- 
schiedenen Werthe von m und » von einander zu unterscheiden. für! man 
einen zweiten Index hinzu und setzt: 


P (=) go z"1+ Km T Im x ee + Ä . Rn —_—- .... 
0.(2) = zr'fi+ KR, .c+R..2 +. -+K, 0 +.) 
Aus der Gleichung (26.) ergiebt sich für die Coeflieienten & die Relation 


Jh; (m+v—IN(m+r—Na+(m+r— Nb-e, 
. zT ıy 


v,m v (2m + b + y’ | 





Setzt man der Abkürzung halber 


uu—l)atub+tce=s,. 





die Gleichung: 


so folgt, da A,„=1 ist. für %,, 


n 
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A N a > > Y 
h u In Im-i !dm-+2 0 dm4 v—1 
f) mund 


v!(2m+b) 2m +b—1)... 2m +b+rvr—1) 








Aus der zugehörigen Gleichung (28.) erhält man, wenn die Reihe für Q, ein- 
gesetzt wird, durch Annullirung des Coeffieienten von .x’”""" die Gleichung 
Sa 


van +b—v—1. 


K 


v,n 





K, — 1I,n® 


Eine Ausnahme bildet jedoch der Werth v—= „+1, für welchen man, in Folge 
des Zutretens der Constante A, die Gleichung 

— (a+1)(r+b—2)K,.,,+s_,K,. > A 
erhält. Für v=1, 2, ... n findet man, da K,.=1 ist, 


: a 
K 








„ — yll2n +b—2)(2n +b—3)...(2nb—v -1) 
Nun bestimme man A durch die Gleichung 


, BT me 3 POmeee SR 
Az S_ı k u Bene SZ Tue ae ury en © 


n,n n.(n 2 b — ) n—+b)...(2n+b “) 


\ 
”% 








dann wird K,.,.„=0. und in Folge der obigen recurrirenden Gleichung ver- 
schwinden auch alle weiteren Coefficienten, so dass man hat: 
0 u; K, Hi,n u Kurz. Bas K,. 3 BEN, 


Es ist allerdings zu bemerken, dass in dem Fall, wo b eine positive ganze Zahl 
ist, der Coefficient K,,,;_ı,. willkürlich bleibt, weil sein Factor in der Bestimmungs- 
gleichung verschwindet; man setzt aber fest, dass derselbe für die betrachtete 


Reihe . gleich Null genommen werden möge. Die Reihen Q sind hiernach: 

















—. (4 i 5,8, x 

Qla2)=- „ Qı(x NAT 22), Q:(@)= -— (1 +25 D) = TB 2)(b+1)1.2 
() P) == | ) S,  — 5 | Sn—ı1Sn— x’ Sn—1 Sn P . 
a Tr 3) J@n+b- DIET rd. 


Ein ähnliches Resultat ergiebt sich für die Gleichungen (27.) und (29.). 
Man erkennt leicht, dass in den Reihen P, und O0, die Coefficienten mit un- 
sradem Index gleich Null werden, weil die linken Seiten jener Differential- 
gleichungen unverändert bleiben, wenn — x an Stelle von x tritt. Für die 
übrigen Coefficienten folgt aus (27.) 








k a; (—1)’ SmSm+ 2Sm+4-Smt+37—2 
ia 2.4.6...2v7.2m+b-+1)(2m+b+3)...(X<m+-b+?2v—1) 





Die Gleichung (29.) giebt die recurrirende Gleichung 


Sn—? v 


K;,. u 





2v (?n +b— »_y l2,-., “ 














; sy . 
KLEE CE WE EA RITTER AR 






Pochhammer, Reihenentwicklungen nach Integralen linearer Differentialgleichungen. 357 


welche jedoch für einen Werth von » nicht gilt, nämlich für » 5, wenn 
I n+2 a 0 ) 
» ungrade, und für v = . wenn » orade ist. Für 2v x» ereiebt sich 
r a a $, 
RS Su 7 75 —. - . 2) 
2.4.6...27.(2n +b — S)2n +b—5)...2n+b— ?2v —1 


'ährend die Öoellicienten mit höherem Index durch passende Bestimmung der 
Constanten A’ und A” gleich Null gemacht werden. Für ein ungrades n 
hat man 

— (a+1)(n+b—-2)K,.ı.„ +58, HK A 


an—1.n 
und für ein grades 


— (n+2)(n+b—S)K,:..+s_, Mh ER. 


n ' mm & n,n 


Bestimmt man A’ und A’ durch die Gleichungen 


A’ Zu G. K.-ı. 9 a —: ‚K 
oder 
s_-ı$, S, S. .. sn ? 


! 
2.4.6...(n—I)(n+b)(n+b-+2)...(2n+b— 5) 





BE a: einen ee Ei 0 
dd us » 4 4 En N N \ ri ‘ 
2.4.6...n.(n +b—1)(n +b+1)...2n+b—3 


so verschwinden wieder sämmtliche Coeflicienten K, deren erster Index grösser 
als » ist. und man erhält für die durch (29.) definirten Functionen QO die 


Ausdrücke: 
1 1 
),(x) I x’ 0,(®) 1 P- 5 
E22; S, a”) 1 6" 8, ze) 
Q:(2) = - ‚HH d+1 23° Q;(xr) = r ‚1 313 34 elc. 


$. 16. Man stellt sich die Aufgabe, in der Summe F P,(x)0,(t) die 


) 0) 


Coefficienten der einzelnen Potenzen von x zu bestimmen. Zur Durchführung 
dieser Rechnung benutzt man einen Hülfssatz über die Binomialcoefficienten. 

Man nenne o eine beliebige Constante, «@ und /? zwei posilive ganze 
Zahlen, von denen « die grössere sein möge: ferner bezeichne man durch 
[0], kurz den Zähler des Binomialcoeflicienten (o),. also 


a _ 6(6—1)...(o—e+1) 
a Be u ’ 





[0]. = 0(0—1)...(o—a+1). 


(0), und [o], bedeuten die Zahl 1. Dann besteht die Gleichung: 
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1 (@), | (@), (@), 
\[fo. [e-+1]-ılo—a+1] ' [o+2].n[eo—e+3], [e- F3].,;[o- a+5], 
(30.) ERE®, | ah 
| (—1)P (a) *% Ne 1); 
|o+ P]«-z[o — a +?2P—1]; "Pi. ° 
welche leicht durch Induetion zu beweisen ist. Angenommen, die Gleichung 


sei richtig für irgend einen Werth von ?, so ist sie auch für den um Eins 
grösseren Werth 9-+1 gültig. Durch Einführung von 3+1 an Stelle von 
ändert sich die linke Seite von (930.) nur insofern, als ein neuer Summandus 
hinzutritt; dieselbe wird unter Berücksichtigung der Voraussetzung, dass für 


P die Gleichung gelten soll, gleich dem Ausdruck 








IVAHOFN , NN; 
[0 - P-+ 1].- P- ı|6- - @-| 2P-+ 1 ];, N |o+ Pl. 
oder 
(— DPI — Ile — 2)... (@ — P) | | 
nn I 7—a+2B+2)—(P- ’+ßP-+1) 
BFNICHBHN CH... (at ar T) le —arap+2) BD (orP4 


Da aber die in der Klammer stehende Differenz gleich («—P—1)(0o—0a+P-+1) 
ist, so erhält man 





DH@ NED. AND _ ger HEN 


(8 N: (+P+1)lo+P)...(o—a+P+?2) lo +P+1. ° 


was mit der rechten Seite von (30.) übereinstimmt, wenn 9-1 statt $ ge- 








seizt wird. Da nun für %=0 die Gleichung (30.) sich ohne Weiteres als 
gültig ergiebt, so ist dieselbe für beliebige Werthe von ?, die kleiner als « 
sind, bewiesen. 

Die Entwicklung gilt noch für ?=«, in welchem Falle die rechte 
Seite von (30.) gleich Null wird; ausgenommen ist der Werth «=0, für den 
sich die Gleichung auf 1=1 redueirt. Der Fall %=« folgt aus dem, wo 


1 


P=e—1 ist. Denn für = «—1 wird die rechte Seite gleich Düct 


und dieser Werth, auf die linke Seite geschafft, ist grade gleich demjenigen 
Summandus, welcher für ?=« zu dem für /=«-—1 gebildeten Ausdruck 
hinzutreten muss. Auf diese Weise ergiebt sich die Gleichung 








Ä 5 2 Na) - 
(31.) ; = BIN bs MN” 0 


in welcher o eine ganz beliebige Constante, « irgend eine positive ganze Zahl, 
mit Ausschluss der Null, bedeutet. 
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$. 17. Man bestimme in der unendlichen Reihe 
PO, d+P()O, (+ -.-+P,(2)O,(D-+-- in inf. 


de ;oeifiecienlen von x“. a (2), (2). ... diese Potenz nicht enl- 
len Coeilicienlen von x“. Da P,,, er d Poten ht en! 


ul 


halten, ergiebt sich der Ausdruck 


ku &t)-+ k, 11 Qı (lt . Hk, 2 VE) Darm Ol). 


u—l 


von welchem gezeigt werden er dass er sich auf { redueirt. Man bilde 


in demselben den Coefflieienten von F’”'. zu dem. wie leicht zu sehen. nur 


die Functionen O,(D. Q,,,(®., .-.. Q,(b) beitragen. Die Zahl v ist höchstens 
gleich u; für v= uw ist der Factor gleich 1, da £”“=" nur als Anfangsglied 


von Q,(£) vorkommt. In allen übrigen Fällen ist der gesuchte Coefficient 


ın uU 
von x“f”””' durch die Summe FE %,_.„ KK... gegeben. Für die Gleichungen 
m } 


(26.) und (28.) ist der allgemeine Term derselben nach $. 15 gleich 








RE GE Ve PT IRRE FRE en 2 = uache, 
(um) !(2m + b) (2m +b B.. .(m+b + a1) (m-v)!(2m+b-2)(2m+b-3)...(m+b+v-1) 
Man erkennt, dass das Product s,_\s,_>-.-8,,,8, vor das Summenzeichen tritt. 
L f -1)% v N : R 
Ausserdem nehme man den Factor 7a 5 heraus, unter Berücksichtigung 
der Gleichung 
1 1 l \ 
. \} —— (u u ® 
(u—m)! (m—»v)! (u—v)! e 


Abgesehen von dem vor das Summenzeichen getretenen Factor ist die Summe 











alsdann 
"y B a (— 1)" (u v) ee oleue ienickien alte 
—, (m+b+u—1)(m+b-+u—2)...(2m+b)(2m+b- 2) (2m-+b--3)...(m-+b+v—1) 
Setzt man hierin u-r=a, m-v=/ß, b+u-+v—1l=06, so erhält man den 
Ausdruck 

fs] ” ( 1 P(@) 

5 To+ Allee +2B 1] ° 
welcher nach der Formel (31.) identisch Null ist. sobald « —> 0, also 


u > v ist. 

Für die Gleichungen (27.) und (29.) sind die Entwicklungen ganz 
analog; man hat daselbst die graden und die ungraden Potenzen von = zu 
unterscheiden, kann aber in beiden Fällen mit Hülfe der Formel (31.) zeigen. 
dass nur die Producte x“t”“" einen von Null verschiedenen Coelfficienten 


haben. 
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Auf diese Weise eewinnt man für die dureh (26.) und /28.) oder 
- \ \ 


durch 27.) und (29.) definirten Functionen ? und Q die Gleichung 


= Fr () . z |, « w.. 
> u\t, Vu { >> m; E= BTZETET jarı u 
oder 
Pr N 
32. B ’ z) ) ‚Nr 
[2] u) I e r Q, d l- 7 


Diese Gleichung wurde bekanntlich zuerst von Herrn Heine für die Kugel- 
[unetionen bewiesen und von Herrn €. Neumann zur Ableitung der nach Kugel- 
funetionen fortschreitenden Reihen angewendet. 

Man erkennt, dass die Gleichung 32.) den Satz (19.) für die hier behandelten 
specielleren Functionen P und Q bestätigt, und dass auch für eine beliebige 
Funetion $ x), die auf einer ringförmigen, den Nullpunkt umgebenden Fläche 
eindeutig und stetig ist. eine Entwicklung erhalten wird. Indem man, nach 


Did . A 
bekannter Methode, das geschlossene Integral von — über die Begren- 
f — cr 


zung des Ringes bildet, welches den Werth 2röb(x) hat, und andererseits 
die Gleichung (32.) zweimal anwendet, einmal für mod. >> mod.x und einmal 


für mod.?<Z mod.r, gelangt man bei Benutzung der hier eingeführten Be- 
zeichnung zu der Gleichung: 
u-x 
33.) Pla) = 2 [PNQ,H-P,.@)+H POP !]-Q.@)\- 


Die Convergenz der Entwicklungen, sowie der zur Herleitung der Formel 
33.) erforderliche Nachweis, dass die Reihenfolge von Summation und In- 
tegralion geändert werden kann, ergiebt sich aus den Ungleichheiten (7.) 
und (16.). welche die Kleinheit des Restes beweisen. Als die einfachsten 
Functionen P und Q, welche durch die Gleichungen (26.) und (28.) definirt 
sind. dürften die Reihen 


(m+-1)(m+2)(m+3) x° 














r m) m--1 | _ (m+I)(m+?) =’ 











> A { FE 4 h“ Eh s Er} ” nd . 
FnE)=R I 2m+21  (2m-+2)(2m+3)1.2 (2m+2)(2m-+-3)(2m+-4) 3! r ininf.|, 
N m x m(m—1) x m(m —A)(m—2) z° 
ee) = —— !1+ — — + - A: EN 
ni, u SE DE 2m(2m —1) 1.2 Fon (Am 1) @m—2) o! + 
1 m(m—1)...1 ai 
2m (2m —1)...(m-+1) m! 


zu 'bezeichnen sein, welche für a=0, b=2, b,=1, c=1 erhalten werden. 
In diesem Falle ist die Differentialgleichung für Q, homogen, da A gleich 
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Null wird, und geht in die zugehörige Differentialgleichung von P, durch 
Einführung von — x stalt x über. Auch bestehen zwischen je drei auf einander 
folgenden P_ oder 0 alsdann einfache recurrirende Gleichungen. Diese 
Reihen kommen in der Poissonschen Wärmetheorie vor; sie stehen in einer 
einfachen Beziehung zu den Funclionen P, die durch die Gleichung (27. für 
a=V, b=2, b,=V, ce=|1 bestimmt werden, und die, abgesehen von 
einem Factor x, von Poisson in den $$. 79 — 82 der Wärmetheorie be- 
handelt worden sind. 

Unter den durch die Gleichung 27.) definirten Funclionen sind sodann 
besonders die Besselschen Functionen zu nennen, die für a=0, b=1. b, 0. 
e=1 erhalten werden. Für dieselben hat Herr ©. Neumann die Ergänzungs- 
[unetionen Q, aufgestellt und die Gleichung (32.) bewiesen. Die von ihm 
definirten Funclionen O”(x) sind, bis auf einen constanten Factor. mit den 
durch die Gleichung (29.) für die angegebenen Werthe von a, b, b,. ce be- 
stimmten Funclionen Q,(x) identisch. 


Berlin, im Juli 1871. 
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Bemerkung über die ebenen Schnitte der Flächen 
zweiten (rades. 


(Von Herrm Mertens in Krakau.) 





N « 
Netzt man zur Abkürzung 


ar +by +cz+2ayzs+?2bzr+2cry = f(z,y,2), 
’ ’ 
u u u ’ 8 ” ! ! .. Bi ' ! ı Ai zı S 
GTZ —+ buy —- CC 23:3 —d4 U2T SU + b STETS TreCıTY Tryr = As : j ® 
fü vnyoal, 
be-a 2 — ca-b\w- ab-e" vr’ +2 b’e-aa ur +2 c’a'-bb\wi+2%[a'b'-ce\iu—L, 
iz +-uy+r2 = u, 
u a 
. / 1.4. = { uf u», — Y T.Y. = 0 


wo Zi, u, r die Cosinus der Winkel bezeichnen. welche eine geeebene 


Richtung mit den Coordinatenaxen bildet. und nimmt zu 4, «, v sechs Zahlen 


.. u, vr. +, u, r' hinzu. welche mit denselben die Identität 


[73 > 


2. iu+ie-+ 2. w + (un-+ ur+ uw) (vu+rc+r"e)” = W+e+w 


erfüllen. so findet man leicht. wenn die Function f(r,y,z) der Substitution 


z = 4iu+ic+iw, 
\ ’ 2 
3. y= un+-ur-uw, 
Iz = vu+rct+ rw 
unterworfen wird. 
4. 2+y-+z = u+to-+w‘, 
- n .- % ! [7 ! ‘ ! 
> fz,y.2, = WW“ me —nw —-2lew-+ + 2m uw- 2n ur, 
. " . a’ ff ] ' . - !! zZ Zi , 
6) Tem fun) +", a") = a+b+e, 
: Br ” 2 FT ‚ 
‚N / — f ZE  . A We 
/ fa ,w, Ni u'v' 
be—-a”\(uv"— ru") +(ca— b"), (vi — Av +.» 
. ) ab — cc" u'v — vu w ER Ar'\ 
a2 n . -f rs 1-1 
vegen ırı vu A 93 IV tu, Au-—-uk=+v 
T. mn—l’ = L. 
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| /huv (MwWv\ | A'u'v” /Ey2 
lu+-no-4mw — ufl, .)tofl‘, Loft”. 4 
Te’ rs Fass} 5, )} / Auv ) / ‚Auv)’ 
somit nach (D5.). (3.). (1.) 
f(x, y, 2) mo’ -+- no’ + 2lew + 2u(lu+nc- mw lu 
a? aan? an 1 Durl 295 ! 
me I nw | 2leu 2Zuft‘. — lu 
' A /. uv) 
> ) ’ 
p(X,Yy,23) = mo +nw -+2lvw, 


und wenn diese Gleichung von der mit einem willkürlichen Factor s multi- 


plieirten Identität (4.) 


ze +y +2 —uw oe + w’ 
abgezogen wird. 
8.) saetytz2—u)—y(e,y, 2) (s—-m)o’+(s—n)w’—2l rw. 


Die adjungirien Formen der in (8.) auf beiden Seiten stehenden qua- 
dratischen Formen müssen nach einem bekannten Satze einander gleich sein: 


die adjungirte Form der rechten Seite ist aber einfach 


((s—-m)(s N -M)u‘, 


d 


welcher Ausdruck nach (6.), (7.) übergeht in 
(s‘ S (4 . b- e—- lıs . L) u. 


Bezeichnen daher @, /H die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung 
(9.) 0 = s—(a+b+c—-Üs-+L, 


so verschwindet die adjungirte Form von 


) 


se+y+z—u)—g 


ı 


identisch für s=@ und s=H, und es sind demzufolge die Ausdrücke 


Ga +y+23—u) —g Hz -+y+z2—uw)—g 


d 


G-H i u er: 


vollständige Quadrate. Ueberdies ist identisch 








2,021? G FTHz’--y’+3’—u e 
ser rs u )— (Ss—U — 
\ Y ’ / L H li 
(10.) 
fr x” 7 S U J 
(s—H nr 
GH 
weil diese in Bezug auf s lineare Gleichung für s=G und s - H erfüllt is 


Sollen nun die Zahlen 27. w, vr, 2’, uw”, vr” ausser 2?) no 


Bedingung 


’ 2) [77 


N al 


Mi 
Ei ) 
I\ Ku'v' 
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erfüllen, so hat man nach ($.), (10.) 








\ (s—-m)o’+(s-n)w’ = (s-@) "Ha Ip rel p ] 


(11.) | ie 


A FG’ -+y’-+2°- 2] 
+(s— HM) E 25 








und man schliesst erstens aus der Gleichung 
(s—-m)(s—n) =s°—(a+b+e—NDs+L=(s—-@)(s—H) [(6.), (7.), (9.)] 


m=(G, n—H, zweitens aus (11.) fürs=H und s=@ resp. 


,_ H@+y+s—W)—p 2 ty tu) 

















H—G de = re 
Umgekehrt ist, wenn man 
| Hat+y+z2—-W)-9 - 16@+y4s—a)— -— 
Fe / Z ) 3 A Y +3 u) —p 2 
en. H—G6 | G—H a 


macht, nach (10.) identisch 
sa +y+2-W)—-Yp(z,y,3) = (s-G)v”-+(s-H)w, 
und daher wegen der Willkürlichkeit von s 
++" =o 
p(z,y,2) = G 
oder endlich nach (1.) 
ty +2 = W+o+tw, 
f(z,y,2) = + Go +Hw+2uf(7},) 
Legt man senkrecht zur Richtung (4, u, v) eine Ebene, so sind die 


Hauptaxen des Kegelschnittes, in welchem diese Ebene die gegebene Fläche 
zweiten Grades 


0 = axr’+ by’ +02 + Rays + R2b'zc +2cay+2a"c+2b"y+2c"z-+d 
schneidet, den Richtungen ®, w (12.) parallel. 
Krakau, im März 1872. 
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